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— (aius Plinius Secundus



Resumo

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e simulagao computacional de uma meto-
dologia para auto-calibragao de sensores triaxiais em aplicacoes de atitude, especificamente
acelerometros e magnetometros MEMS. A metodologia consiste de um processo em dois
passos, onde primeiramente sao estimadas linearmente varidveis intermedidrias, sendo que
a partir destas sao resolvidos algebricamente os parametros de calibragao. O procedimento
de auto-calibragao foi desenvolvido para corrigir desvios nos valores de sensibilidade, bias e
erros de ortogonalidade da triade sensora. E mostrado que os valores reais dos parametros
do modelo do sensor podem ser bastante diferentes dos valores nominais, e que a utilizagao
de parametros calibrados produz resultados mais precisos. Ainda mais importante é a me-
lhoria na precisao e acurdcia na determinacao da direcao da grandeza fisica de referéncia
observada, pois este erro se propaga para a informacao de atitude independentemente do
algoritmo de atitude utilizado. Por fim, é exposta uma interessante relacao entre o erro na
direcao observada da grandeza fisica de referéncia, o nivel de ruido intrinseco do sensor e
o nivel de independéncia linear entre as amostras utilizadas na auto-calibragao. Esta rela-
¢ao pode ser utilizada para prever o desempenho de sistemas de atitude auto-calibrados,
consistindo entao de uma poderosa ferramenta de desenvolvimento.



Abstract

This work presents the development and computational simulations of a methodology
to auto-calibrate tri-axis sensors used in attitude systems, specifically MEMS accelerom-
eters and magnetometers. The method is a two-step procedure, where first, intermediate
variables are linearly estimated, and secondly, the calibration parameters are algebraically
solved from the intermediate variables. The auto-calibration procedure was developed to
correct deviations in the sensibility and bias values, as well as correct orthogonality errors
in the sensor triad. It is shown that the real sensor model parameters can appreciably
differ from typical values, and that the use of calibrated parameters yield more precise
results. More important yet is the improvement in the accuracy and precision in deter-
mining the direction of the observed reference physical quantity, as this error propagates
itself into the attitude data, regardless of the attitude algorithm in use. Finally, it is
exposed an interesting relationship between the error in the direction of the observed
physical quantity, the characteristic noise level in the sensor and the level of linear inde-
pendence among the samples used in the auto-calibration procedure. This relationship
can be used to predict the performance of auto-calibrated attitude systems, which makes
it an important development tool.
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1 Introducao

A calibracao de um determinado sistema é a inica maneira pratica de conferir alguma
confiabilidade aos dados obtidos por este sistema. Teoricamente, as informagoes obtidas
por um sistema bem calibrado sofre apenas de erros aleatérios, inerentes a qualquer pro-

cesso de obtencao de informacgoes.

Este fato torna a calibracao uma ferramenta essencial para a obtencao de um nivel
desejado de desempenho nos mais diversos sistemas de aquisicao de dados, eletronicos ou

nao, para as mais variadas finalidades.

O procedimento de calibracao de um sistema genérico comummente faz uso de uma
ou mais referéncias conhecidas, para que se possa corrigir os parametros que tenham
sofrido desvio. As particularidades de uma rotina de calibracao sao dependentes do tipo

de informacoes que o sistema obtém, e da forma como ele as obtém.

Sistemas determinadores de atitude para aplicagoes terrestres normalmente fazem uso
do campo gravitacional da Terra e do campo geomagnético para resolver a orientagao de
um corpo, em relagao a um dado sistema de coordenadas. Desta forma, para que o sistema
seja capaz de obter a informacao com o menor erro possivel, faz-se necessario garantir
que os sensores responsaveis por medir as grandezas fisicas utilizadas como referéncia,
neste caso acelerometros e magnetometros, estejam propriamente calibrados, com desvios

residuais de seus parametros dentro de uma faixa de tolerancia aceitavel.

A diferenca entre sistemas determinadores de atitude 6timos e nao 6timos esta na
forma como estes sistemas utilizam as informagoes obtidas através de seus sensores para
obter a informacgao de atitude. Sistemas determinadores de atitude nao 6timos, normal-
mente deterministicos,comumente fazem uso de duas referéncias de atitude, porém parte
das informacoes obtidas ¢ descartada, de forma a poder determinar algebricamente a ati-
tude do sistema. Embora esta seja uma abordagem nao 6tima, ela é bastante simples
de implementar. Sistemas determinadores de atitude 6timos fazem uso de duas ou mais
referéncias e suas estatisticas de erro a fim de obter uma estimativa 6tima da atitude do

sistema, ao custo de uma maior complexidade. Neste trabalho, sistemas determinadores
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de atitude étimos ou nao 6timos serao chamados simplesmente de sistemas determinadores

de atitude, a fim de diferencia-los de sistemas de controle de atitude.

Devido a particularidades de sistemas de atitude, como o uso de triades ortogonais de
sensores, bem como as caracteristicas das referéncias de atitude utilizadas (praticamente
nao variam localmente, exceto na presenca de agentes perturbadores externos), vérias
rotinas de calibragdo sao propostas na literatura, tais como Lerner e Shuster (1979). Pra-
ticamente todas elas requerem, a fim de realizar a calibragao do sistema, que o sistema seja
colocado em uma posicao especifica, de onde serao realizadas rotacoes conhecidas, ou seja,
estas metodologias de calibracao dependem do conhecimento da atitude do sistema, uma

informagao que pode estar corrompida pelo proprio fato do sistema estar descalibrado.

Além desta 6bvia vulnerabilidade, uma metodologia deste tipo pode ser inviavel, ou
mesmo impraticavel, em certos tipos de aplicacao. Mesmo onde ela se aplica, a necessidade
de submeter o sistema a rotagoes especificas pode ser um procedimento trabalhoso e por
vezes custoso, uma vez que envolve a parada da operacao normal do sistema, para que
este seja submetido as rotagoes necessarias. A mnecessidade de uma parada, total ou
parcial, da operacao normal do sistema pode variar de um mero inconveniente para uma

impossibilidade pratica, dependendo do tipo de sistema e do ambiente de aplicacao.

O método de calibragao proposto neste trabalho nao apresenta nenhum desses proble-
mas. O método nao exige que o sistema tenha sua operacao normal interrompida, o que é
uma grande vantagem sobre os métodos tradicionais. Na realidade, é proposta uma me-
todologia de auto-calibracao neste trabalho, pois o processo é completamente autonomo,

sem nenhuma necessidade da intervencao de um operador humano.

A utilizacao deste método de auto-calibracao em particular potencializa a utiliza-
¢ao de triades de sensores MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems — Sistemas Micro-
Eletromecanicos) de baixo custo, mesmo para aplicagoes onde é necessario um nivel de
precisao que normalmente requerem sensores de médio a alto desempenho. Isto se torna
possivel porque, uma vez que as maiores tolerancias nos parametros dos sensores MEMS
sao corrigidas pela rotina de auto-calibragao, ha uma melhora substancial no desempenho
destes sensores. A aplicacao desta rotina também pode simplificar, e baratear, a imple-
mentacao de sistemas estimadores de atitude, uma vez que ela possibilita o relaxamento

de parametros criticos de construcao.

O fato de esta metodologia de auto-calibracao permitir o barateamento de sistemas
de atitude lhe confere uma grande importancia mercadoldgica pois, aplicagoes envolvendo

atitude que antes eram restritas a areas militares, aeroespaciais, navegacao, etc., se difun-
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diram recentemente para a area de entretenimento. Hoje ha diversos jogos eletronicos cuja
interface com o jogador é feita pela atitude do controle (Um exemplo cldssico é o Nintendo
Wii). Recentemente, um sistema de atitude completo com acelerometros, magnetometros
e girometros foi implementado em um smartphone (iPhone 4). Esta popularizacao da

tecnologia sé é possivel através da diminuicao dos custos de implementacao da mesma.

O procedimento de auto-calibragao proposto também se destaca, mesmo entre os
métodos de auto-calibragao de uso mais comum, pois normalmente, os métodos de auto-
calibracgao de sensores utilizam modelos simplificados, contemplando apenas os parametros
de sensibilidade e bias. Porém, para triades de sensores, em especial sensores MEMS
triaxiais, onde a tolerancia de ortogonalidade entre os eixos é da ordem de um grau, a

correcao destes desvios de ortogonalidade da triade sensora torna-se necessaria.

A adicao dos desvios de ortogonalidade no modelo de calibracao torna o problema
de estimacao dos parametros nao-linear e, com isto, computacionalmente mais complexo.
Porém, os beneficios em relagao ao custo do projeto com a utilizacao de sensores MEMS
triaxiais, ou mesmo na construcao de uma triade de sensores com maiores tolerancias

estruturais, compensam o aumento na carga computacional.

Como a maioria dos sistemas de atitude sao embarcados, deve-se dar atencao especial
as limitagoes de poder computacional disponivel, desta forma, a fim de evitar um aumento
substancial no poder computacional necessario, optou-se por uma abordagem diferenci-
ada na estimacao dos parametros de calibragao, contornando a abordagem direta de um
problema de estimacao nao-linear. A metodologia proposta consiste de dois passos onde:
no primeiro passo, variaveis intermedidrias lineares sao estimadas utilizando um LSE (Le-
ast Squares Estimator — Estimador de Minimos Quadrados), um dos estimadores mais
simples, porém um dos mais robustos; no segundo passo, os parametros de calibragao sao
resolvidos algebricamente a partir das variaveis intermediarias estimadas. Desta forma,
as dificuldades de implementacao e o custo computacional de um estimador nao-linear sao
evitados, em favor da aplicagao de uma técnica de estimacao linear simples e a solugao de

equacoes algébricas.

O objetivo a ser atingido através da aplicagao desta metodologia de auto-calibra-
¢ao ¢ a minimizacao dos erros sistematicos na determinacao da direcao dos vetores que
representam as grandezas fisicas de referéncia, pois este erro médio na diregao dos vetores
de observagao ¢ tido como nulo nos algoritmos determinadores ou estimadores de atitude.

A presenca de erros deste tipo afeta a acurdcia da informacao de atitude obtida.

O desenvolvimento do algoritmo de auto-calibracao deu especial atencao as potenciais
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causas de falhas que por vezes ocorrem na rotina de calibracao. Normalmente a discussao
destas falhas é omitida nos trabalhos publicados, porém, este trabalho da uma énfase
especial na discussao das causas e nas técnicas de correcao adotadas a fim de mitigar seus

efeitos, obtendo desta forma, um sistema de atitude mais confiavel, preciso e acurado.

1.1 Producao Bibiografica

As atividades de pesquisa e desenvolvimento realizadas no programa de mestrado pelo

autor tiveram como resultado as seguintes producoes bibliograficas:

e TORMENA JR., O.; GRANZIERA JR., F.; TOSIN, M. C. Método de Auto-
Calibragao para Sensores MEMS Utilizados em Sistemas Estimadores de Atitude.
In: VI SBEIN - Simpésio Brasileiro de Engenharia Inercial. Rio de Janeiro, RJ,
Brasil: Outubro 2010.

e TORMENA JR., O.; GRANZIERA JR., F.; TOSIN, M. C. Development and Per-
formance Analysis of an Autocalibration Method for Tri-axis Sensors in Attitude
Estimation Systems. In: DINAME 2011 - XIV International Symposium on Dyna-
mic Problems of Mechanics. Sao Sebastiao, SP, Brasil: Margo 2011.

Neste ultimo item, cujo evento ainda nao ocorreu, o trabalho foi aceito para apresen-

tacao em plendrio.
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2 Calibracao e Auto-calibracao

Conforme mencionado no Cap. 1, a calibracao de um sistema ¢é a inica forma prética
de se obter alguma garantia do seu desempenho. Desta forma, um sistema de aquisi¢cao
de dados que seja confiavel deve ter os parametros dos sensores constantemente avaliados,

a fim de corrigir eventuais desvios que possam ocorrer.

Os desvios dos valores nominais dos parametros no modelo de medida de um sensor,
sao causados por diversos fatores, dentre eles: tolerancias na propria construcao do ele-
mento sensor; sensibilidade a variacoes térmicas; desgaste, natural ou nao, do elemento
sensor com o tempo de uso. Os efeitos acumulados de todos estes fatores torna proibitivo
o uso dos valores tipicos dos parametros dos sensores para qualquer aplicagao com algum

requisito minimo de exatidao.

Tradicionalmente, sistemas de aquisi¢cao de dados baseados em algum tipo de sensor
sao calibrados logo apos sua producao. Dependendo do tipo de equipamento, e do uso que
sera feito dele, é comum que ele nao seja mais calibrado durante sua vida 1til. Porém,
certas aplicacoes requerem uma afericao periddica do equipamento, de forma a verificar
se seus parametros sofreram alteracoes e recalibré-los, conforme necessario. Neste caso
assume-se que, dentro do periodo entre as aferigoes os erros induzidos pelos desvios da

calibracao, que eventualmente ocorrerem, estarao dentro de um limite aceitavel.

No entanto, esta condicao nao é sempre verdadeira e o que ocorre na pratica é que
alguns sistemas operam fora de especificagao. Para o caso especifico de sistemas de atitude,
ao qual se dedica este trabalho, isto se traduz numa informacao de atitude com um erro
maior que o minimo permitido. Isto pode trazer sérias consequéncias, dependendo da

criticalidade da informacao de atitude.

Para ilustrar os possiveis resultados que um erro na informacao de atitude, derivado
de um erro na calibragao dos sensores, pode ter na pratica, pode-se tomar por exemplo
um AHRS (Attitude and Heading System — Sistema de Atitude e Apontamento) muito
utilizado em avioes, se a incerteza do AHRS for da ordem de um grau, em um voo de Sao

Paulo a Téquio (18500 km), ao final da viagem o avido poderia estar até a 320 km de
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Téquio (/~18500tan 19).

Esta situagdo é ainda mais grave para satélites artificiais de érbita alta (6rbitas com
apogeu acima de 35786 km), pois a esta distancia mesmo erros da ordem de um mi-
nuto de arco (a sexagésima parte de um grau), causaria um erro de apontamento de dez

quilometros na superficie de Terra.

Nestes tipos de aplicagao, onde nao é possivel realizar a parada da operacao do sis-
tema para realizar a afericao, torna-se necessario aplicar uma metodologia diferente de
calibracao, a fim que o sistema possa continuar a desempenhar sua fungao com o mesmo

padrao de desempenho, durante toda sua vida util.

2.1 Auto-calibracao

A auto-calibracao de um sistema, ou seja, a implementacao de uma metodologia de
calibracao autonoma, sem a necessidade da intervencao de um operador externo, e por

vezes sem a necessidade da interrupcao da operacao normal do sistema em si, é uma

alternativa desejavel, com varias vantagens sobre os métodos tradicionais de afericao.

Diferentes trabalhos, em diferentes aplicagoes, podem entender o termo auto-cali-
bracao de forma diferente. Neste trabalho, auto-calibracao se refere a implementagao
de uma metodologia de afericao autonoma do sistema de atitude, sem necessidade de
intervengao de um operador externo, humano ou nao. Nesta implementacao, o valor real
dos parametros do modelo de medida da triade sensora sao estimados, e o processamento

dos dados obtidos sao feitos de acordo com esta estimativa.

Metodologias de auto-calibragao normalmente utilizam os mesmos dados necesséarios
na obtencao da informacao de atitude para realizar sua propria calibracao. Isto traz
vantagens e desvantagens: por um lado é vantajoso, pois nao faz necessaria a interrupgao
da operacao normal do sistema, ou uma mudanca no seu comportamento; por outro lado,
a metodologia de auto-calibracao também possui seus requisitos especificos, que podem
nao estar de acordo com a situacao atual do sistema, ou serem fracamente atendidos. Isto
pode empobrecer a qualidade da calibragao a ser feita, chegando ao extremo de o sistema

ter seu erro aumentado apds uma calibracao inoportuna.

Para evitar que uma situacao desse tipo ocorra, a metodologia de auto-calibragao
deve ser inteligente, capaz de discernir entre uma boa condicao para auto-calibragao e
uma condicao prejudicial a este processo. Ou seja, para que uma metodologia de auto-

calibracao seja confiavel e eficiente, ela deve ser capaz de decidir quando, ou melhor, com
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qual conjunto de medidas, ela deve realizar o processo.

Em aplicagoes terrestres, onde as referéncias de atitude mais largamente utilizadas
sao a aceleracao da gravidade e o campo magnético da Terra, a implementacao de uma
metodologia de auto-calibragao se torna bastante viavel pois: estas referéncias sao bas-
tante “comportadas”, ou seja, nao variam ou variam muito pouco local e temporalmente;
existem modelos bastante precisos destas duas grandezas fisicas para toda a superficie do
globo, o EGM2008 (FEarth Gravitational Model 2008 — Modelo Gravitacional Terrestre
2008)(NGA) e o WMM2010 (World Magnetic Model 2010 — Modelo Magnético Mun-
dial 2010)(NGA e DGC). Estes modelos necessitam apenas da informacao de posi¢ao do
sistema que em muitos casos, como em aplicacoes de navegacao, ja é uma informagcao

necessaria e prontamente disponivel.

Uma vez que, através da utilizagao dos modelos, é possivel conhecer os vetores que
representam a gravidade e o campo magnético terrestre em qualquer lugar do planeta,
isto prové a informagao necessédria para determinar se as triades de acelerometros e mag-
netometros estao, ou nao, calibradas. Esta dependéncia do modelo nao aumenta a com-
plexidade do sistema de atitude, uma vez que as informagoes dos modelos das grandezas
fisicas de referéncia ja sao necessarias para o processo de determinacao, ou estimacao, da

atitude.

O método de auto-calibracao proposto neste trabalho, que é baseado nas ideias apre-
sentadas por: Alonso e Shuster (2002a, 2002b, 2002¢, 2003), Gebre-Egziabher et al. (2001),
Foster e Elkaim (2008) e Frosio, Pedersini e Borghese (2009).

Fundindo de maneira conveniente diferentes conceitos das metodologias de auto-cali-
bragao desenvolvidas nos trabalhos supracitados, obteve-se um método de auto-calibracao
bastante confiavel, especificamente desenvolvido para potencializar a utilizacao de sensores

MEMS simples e baratos.

A metodologia de auto-calibracao proposta pode ser classificada como uma expansao
do trabalho apresentado por Foster e Elkaim (2008), que por sua vez foi uma expansao do
trabalho de Gebre-Egziabher et al. (2001), porém, com substanciais inovac¢oes que confe-
rem a metodologia uma maior aplicabilidade prética. Isto é de grande importancia pois,
conforme pode ser observado através de simulagoes computacionais, ou mesmo previsto
teoricamente, a aplicacao de uma metodologia de auto-calibragao a esmo levara a uma

eventual falha.

A exposicao detalhada do desenvolvimento da metodologia de auto-calibragao, com

suas caracteristicas e particularidades sera apresentada no Cap. 6.
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3 Atitude

O tema central deste trabalho é o desenvolvimento de uma metodologia de auto-
calibracgao, para sensores MEMS utilizados em sistemas de atitude em aplicagoes terres-
tres. Porém, faz-se necessaria uma discussao mais aprofundada do problema da deter-
minagao, ou estimacao, da atitude em si, uma vez que mitigar os erros em sistemas de

atitude é a motivacao deste trabalho.

Pode-se definir atitude de um corpo como sendo o estado caracterizado pela rotagao
que deve ser aplicada a este corpo para alinha-lo paralelamente aos eixos do sistema de

coordenadas de referéncia utilizado.

Uma definicao mais elegante, e util na pratica, é a seguinte: “Atitude é a rotacao que
deve ser aplicada a um corpo, de maneira que o sistema de coordenadas definido no corpo
(também chamado de sistema de coordenadas de observagao) coincida com o sistema de
coordenadas escolhido como referéncia,” conforme ilustra a Fig. 3.1. Desta forma, a fim
de se obter alguma informacao da atitude de um corpo, o sistema de coordenadas de
referéncia e do corpo devem ser pré-definidos. E importante salientar que a atitude de
um corpo ¢ independente da sua posicao no espago tridimensional, sendo que estes dois

problemas comuns em aplicagoes de navegacao podem ser abordados separadamente.

b b
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Figura 3.1: Transformacao do sistema de coordenadas do corpo (a) para o sistema de
coordenadas de referéncia (b) através da atitude.

O sistema de coordenadas definido para o corpo é completamente arbitrario, podendo
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ser escolhido conforme sua conveniéncia para outros fatores do sistema.

O sistema de coordenadas de referéncia deve ser escolhido com maior critério. Nor-
malmente o fator determinante na sua escolha é o ambiente de aplicacao do sistema de
atitude. Como este trabalho se dedica a auto-calibragao de sistemas de atitude em apli-
cagoes terrestres, o sistema de coordenadas mais diretamente aplicavel é o Sistema de
Coordenadas Horizontal Local, onde utiliza-se como eixos diretores o Norte, o Leste e a
direcao do Zénite, que é o eixo ortogonal ao plano horizontal local. Os eixos x, y e z podem
ser atribuidos ao eixos diretores arbitrariamente, respeitando a condi¢ao de que x, y e z
formem uma base dextrégira, ou seja, que obedeca a regra da mao direita. E importante
ressaltar que o Sistema de Coordenadas Horizontal Local é dependente da posicao sobre

o globo.

Outros sistemas de coordenadas de referéncia sao mais especificos para diferentes
ambientes de aplicacao, um exemplo sao corpos em O6rbita terrestre, onde é preferivel

utilizar o Sistema de Coordenadas Equatorial (ou Celestial).

Uma referéncia mais completa sobre o tema de atitude pode ser encontrada em Kuipers
(1999). Outros trabalhos com uma abordagem mais focada no problema de determinagao

ou estimagao de atitude podem ser encontrados em Granziera Jr. (2006) e Tormena Jr.

(2008).

3.1 Referéncias de Atitude

Conforme brevemente mencionado no Cap. 1, a fim de resolver a atitude de um sis-
tema, seja por métodos deterministicos, seja por estimacao, deve-se utilizar pelo menos
duas referéncias de atitude. Para este caso especifico de aplicagoes em ambiente terres-
tre, as principais referéncias utilizadas sao o campo gravitacional terrestre e o campo

magnético terrestre.

3.1.1 Campo Gravitacional Terrestre

O campo gravitacional terrestre apresenta muitas qualidades quando é utilizado como
referéncia de atitude. A grosso modo, seu valor pode ser considerado como 1 g!, e sua
diregao é sempre ortogonal ao plano horizontal local. Porém, como sera mostrado no Cap.

6, o médulo da aceleragao da gravidade é essencial para o procedimento de auto-calibracao,

1Onde 1 g equivale em média a 9,81 m/s?
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desta forma pode-se fazer necessaria a utilizacao de um modelo que determine a aceleracao
da gravidade (NGA), em um determinado ponto na superficie da Terra, corrigida para os

efeitos de rotagao e distribuicao irregular de sua massa.

-50-40-30-20-10 0 10 20 30 40 30

Figura 3.2: Desvio do valor médio da gravidade, dado em mGal.

A Fig. 3.2 mostra uma varredura na superficie da Terra, onde a diferenca do valor da
gravidade é dada em mGals (x1073Gal?).

Embora seja notéavel que a amplitude de variacao do campo gravitacional sobre a
superficie da Terra seja bastante pequena (da ordem de 10_4g), que é a amplitude tipica
de ruido para acelerdometros MEMS. Descartando a necessidade da corre¢ao do modelo
da gravidade, para fins da metodologia de calibragao. Porém, é importante salientar
que os gradientes de campo gravitacional ilustrados na Fig. 3.2 causam anomalias na
direcao da gravidade. Este erro na direcao da referéncia se transforma em um erro médio
da informacao de atitude, e por se tratar de um erro sistematico, dependendo de sua

amplitude, sua correcao pode se fazer necessaria.

A grande vantagem da utilizacao da gravidade terrestre como referéncia para atitude é
devido a ela ser disponivel globalmente. Observa-se que mesmo a utilizacao de um modelo
extremamente simples, onde seu modulo direcao e sentido sao considerados constantes em
todo a superficie da Terra, nao traz nenhuma perda de precisao apreciavel para os atuais

acelerometros MEMS.

O maior problema do campo gravitacional, em sua utilizacao como referéncia de ati-
tude, estd no fato que acelerometros nao medem exclusivamente a aceleracao da gravidade,
mas sim qualquer aceleragao a que ele seja submetido (mais precisamente, acelerémetros

medem a for¢a de reagdo e transformam esta informacao em acelera¢ao). Isto é pro-

21 Gal, ou galileu, equivale a 0,01 m/s2



3.1 Referéncias de Atitude 29

bleméatico pois, em um sistema acelerado, é impossivel distinguir a gravidade da outra
componente de aceleracao, o que causa erros nas medidas. Cuidados especiais devem ser
tomados ao utilizar os dados de aceleracao quando o sistema se encontra sob uma situagao

dinamica.

3.1.2 Campo Magnético Terrestre

O campo geomagnético tem sido usado desde a Idade Média como referéncia para
navegacao. Desde entao, os avancos cientificos e tecnolégicos proporcionaram um melhor
entendimento da sua natureza. Embora a ciéncia ainda nao tenha determinado claramente
as origens do campo magnético terrestre, sabe-se que ele é variavel com o tempo e com a

posicao sobre a Terra.

O campo magnético terrestre costuma ser dividido em trés partes distintas, cuja soma
é o campo total (embora os livros de fisica tradicionalmente utilizem a letra maidscula B
para representar o campo magnético, a fim de manter a consisténcia neste trabalho, por

se tratar de um vetor, o campo magnético serd dado pela letra miniscula b):
b(r,?) =by(r,7) +be(r,t) +bqy(r,1) (3.1)

sendo:

e b, (r,t) representa a componente principal do campo, gerada pela circulagao de
correntes no ntcleo terrestre. Esta componente apresenta variacoes seculares, ou

seja, muda lentamente com o passar dos anos.

e b.(r,7) representa a influéncia de aglomeragdes rochosas na crosta terrestre. Esta
influéncia, embora varie espacialmente, é praticamente constante com o passar dos

anos.

e by(r,7) representa o campo de perturbagao, que é o efeito combinado de correntes
elétricas na alta atmosfera, e correntes induzidas no mar e em terra. Pode ser

considerado como ruido natural no campo magnético.

Conforme descrito, o vetor campo magnético total, b(r,¢), varia espacialmente e tem-
poralmente, esta dependéncia é indicada pelas varidveis r e t, que representam a posicao

e tempo, respectivamente.

Devido a estes fatores, o campo geomagnético nao é tao uniforme quanto o campo

gravitacional terrestre. Assim o uso de um modelo de para o campo magnético (NGA e



3.1 Referéncias de Atitude 30

DGC) é essencial para que ele possa ser 1til como uma referéncia de atitude, e também

para que seu valor absoluto modelado seja utilizado no procedimento de auto-calibracao.

A caracterizagao do campo geomagnético para uma determinada localidade e a um
determinado tempo é definida por trés valores: o médulo do campo, o angulo de inclinagao

magnética e o angulo de declinacao magnética. Onde:

e O modulo do campo representa seu valor absoluto e, conforme comentado, é impor-

tante na metodologia de calibracao.

e O angulo de inclinagao magnética é o angulo formado entre o plano horizontal local
e a diregao do campo magnético, sendo que um valor positivo indica que o campo

estd saindo do plano e um valor negativo indica que o campo esta entrando no plano.

e O angulo de declinagao magnética mostra o desvio da dire¢ao do campo em relacao
ao norte geografico, onde um valor positivo indica um desvio a oeste e um valor

negativo indica um desvio a leste.

Os Anexos A, B e C contém as cartas magnéticas mundiais obtidas através do
WMMZ2010, o Anexo A contém as informagoes do médulo do campo, o Anexo B contém
as informacoes de declinagao e, por fim, o Anexo C contém as informagoes de inclinagao

do campo magnético terrestre.

Mesmo com a necessidade de utilizar um modelo para que o campo geomagnético
possa servir como referéncia, ele é a referéncia de atitude mais utilizada, desde aplicagoes
terrestres até satélites artificiais em orbita, onde pelo fato dos corpos estarem em queda

livre, nao é possivel utilizar a gravidade terrestre.

A instalagao dos magnetometros que medirao o campo geomagnético deve ser bastante
criteriosa. Ele nao deve estar proximo a materiais ferromagnéticos, que distorcem o campo
localmente, bem como fontes de campos de inducgao, como linhas de poténcia, bobinas e
indutores. Uma condicao bastante dificil de corrigir é a dependéncia do campo magnético
observado com a prépria atitude do sistema, pois este, composto de diferentes materiais
com diferentes permeabilidades magnéticas, podem causar alteracoes no campo que sao

dependentes da direcao do campo e da orientacao do corpo onde esta o sistema de atitude.

3.1.3 Outras Referéncias de Atitude

Além dos campos gravitacional e magnético terrestres, ha outras referéncias para

atitude, sendo algumas bastante utilizadas em aplicacoes espaciais. Elas serao citadas
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brevemente no texto que segue:

Sol

O Sol é uma importante referéncia de atitude para aplicacoes espaciais. Embora o Sol
nao seja uma objeto pontual, e isto traz uma incerteza intrinseca da sua direcao, quase
todos os satélites utilizam o Sol e o campo geomagnético como referéncias. Ha satélites
que utilizam os préprios painéis solares, ao invés de sensores solares mais refinados (cuja
precisao pode ser melhor que décimos de um grau), a fim de determinar a diregao do Sol,

porém ao custo de uma maior imprecisao em seu resultado.

Albedo

O albedo ¢é a radiacao eletromagnética refletida pela Terra, identificavel facilmente
por seu conteudo espectral caracteristico pois, vista do espaco, na faixa do infravermelho,
a Terra aparece como um farol na fria escuridao do espago que a circunda. O albedo
terrestre também é uma das referéncias de uso mais difundido, e capaz de atingir uma

razoavel precisao por um baixo custo.

Estrelas

As estrelas sao as referéncias de atitude mais precisas disponiveis hoje. Através de
uma pequena imagem de um conjunto de estrelas, comparada a um mapa estelar contido
no banco de dados, é possivel obter atitudes com precisdo da ordem de 1 arcsec®. A maior
dificuldade na difusao do uso de sensores de estrela esta no seu altissimo custo, e nas
dificuldades para sua obtencao, pois se trata de um dispositivo de venda regulada por

agencias de defesa governamentais.

GPS

O GPS (Global Positioning System — Sistema de Posicionamento Global) pode ser
utilizado como referéncia de atitude. Para isto, deve-se utilizar ao menos duas antenas
GPS suficientemente espacados, uma vez que sao utilizadas técnicas de interferometria
sobre a portadora do sinal para obter a informacao de atitude, sendo o limitante inferior

’

de espacamento entre as antenas igual ao comprimento de onda da portadora. E comum

. . . o
30nde 1 arcsec significa um segundo de arco, ou arco-segundo, equivalente a %W'



3.2 Representacdo de Atitude 32

que sistemas de navegacao, dos quais o AHRS é parte integrante, sejam assistidos, porém

nao dependentes, do sinal de GPS.

Girdometros

Embora nao seja uma referéncia de atitude no sentido estrito da expressao, os girome-
tros podem ser utilizados para obter informacoes sobre a dinamica do sistema de atitude,
mais especificamente as velocidades angulares sobre seus eixos coordenados. Esta infor-
macao pode ser utilizada em conjunto com as referéncias de atitude em um Filtro de
Kalman, capaz de fundir dados de atitude com informacoes dinamicas, de forma a refinar
a informacao de atitude obtida. Um exemplo deste tipo de implementagao é o trabalho

pioneiro de Lefferts, Markley e Shuster (1982).

Uma das grandes dificuldades na utilizagao dos dados dos girometros em sistemas de
atitude esta no fato que qualquer bias minimo presente no sinal, que sera integrado tem-
poralmente a fim de obter o deslocamento angular do corpo, ird causar desvios intoleraveis

na informacao de atitude obtida apds algum tempo.

3.2 Representacao de Atitude

A informacao de atitude pode ser representada de diversas formas. As trés formas
mais comummente utilizadas, por suas particularidades em diferentes situagoes, sao os
Angulos de Euler, as Matrizes de Rotacao e os Quatérnions. Uma breve revisao a respeito
das representacoes de atitude se faz necessaria pois, a informacao da incerteza da atitude,

dada por sua covariancia, ¢ dependente da representagao em si.

O trabalho de Stuelpnagel (1964) sobre a parametrizacao de rotagoes tridimensionais
mostra restrigoes a que formas de representacao estao sujeitas, dependendo do ntimero de
parametros da representacao, nao importando a forma como a representacao seja cons-
truida. Neste trabalho as representacoes de atitude sao avaliadas quanto ao niumero de
parametros utilizado, a forma diferencial da representagao (importante para informagoes
sobre a dindmica da atitude), a susceptibilidade a erros computacionais e a facilidade de

se obter uma solucao da atitude nas representacgoes.

Nesse trabalho é provado que uma parametrizacao em trés elementos nao pode ser
ao mesmo tempo global e nao-singular. Uma representacao global quer dizer que cada
rotacao possivel é determinada por valores finitos dos parametros, porém como estes

parametros nao sao unicamente definidos, pode haver singularidades (i.e. valores infinitos)
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nas derivadas da representagao, como ocorre com os angulos de Euler. Por outro lado,
uma representacao nao-singular tem suas derivadas bem definidas, porém nao é capaz
de representar algumas atitudes (um exemplo é a parametrizacao de Cayley)(SHUSTER,
1993).

Uma parametrizacao em quatro elementos possui a vantagem de levar a equagoes
lineares, com apenas um parametros redundante. Porém, independente de como esta seja
construida, sua representacao sempre sera ambigua, ou seja, haverda duas representacoes

para a mesma rotacao, como ocorre com os quatérnions.

Uma representagao de atitude com cinco parametros ¢ a menor representacao global
livre de ambiguidades e singularidades. Porém invariavelmente levara a equacoes nao-
lineares e uma enorme carga computacional para obter a atitude. Por estas caracteristicas,

este tipo de representacao é a menor explorada entre as parametrizacoes de atitude.

Uma representagao em seis elementos possui todas as vantagens da representacao
em cinco elementos, mais o fato de suas equagoes serem lineares e a atitude ser obtida
prontamente. Como serd discutido a seguir, uma matriz de rotagao em trés dimensoes, com
nove elementos, pode ser facilmente reduzida para uma representacao de seis elementos,
sendo a operacao contraria igualmente simples. Porém, como as restricoes de uso de
memoria hoje sao bem menores que a vinte anos atras, dificilmente matrizes de rotacao

3 x 3 sao reduzidas para a forma 3 x 2.

Um estudo mais completo e especifico sobre as formas de representacao de atitude,
suas caracteristicas e inter-relagoes pode ser encontrado em Shuster (1993) e Markley
(1978).

3.2.1 Angulos de Euler

Os angulos de Euler, chamados assim em homenagem ao seu inventor, Leonhard Euler,
sao a forma mais natural de representar rotacoes. Os trés angulos de Euler indicam as
sucessivas rotacgoes que, em seus eixos coordenados, que o corpo deve ser submetido, de
forma que seus sistema de coordenadas coincida com o sistema de coordenadas referencial.
Deve-se observar o fato que apos a rotagao sobre um dos eixos, os dois outros eixos mudam
de orientacgao, sendo que a rotagao subsequente deve ser feita sobre esta nova posicao do
eixo. Como rotagoes consecutivas sobre um mesmo eixo podem ser consideradas como
apenas uma unica rotacao, sao doze as possibilidades de sequéncia de rotagoes sobre

eixos quem podem ser utilizadas. Nao ha vantagens entre uma ou outra, mas para fins de
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normalizacao entre os trabalhos, é comum os autores preferirem a sequéncia zyx, conhecida

como Sequéncia Aeroespacial.

As doze sequéncias possiveis podem ser classificadas como simétricas e assimétricas.
As sequéncias simétricas possuem duas rotagoes sobre um eixo (Ex.: xyx), as sequén-
cias assimétricas nao possuem rotagoes sobre eixos repetidos (Ex.: xyz). As sequéncias

possiveis sao as seguintes:

XyX XZX yXy yzy
ZXZ zyz Xyz Xzy
yzXx yXz ZXy Zyx

A Sequéncia Aeroespacial é constituida de uma rotacao ¥ sobre z, uma rotagao 0
sobre y e uma rotagao @ sobre x. Onde Y, @ e @ sao os angulos de Euler, cujos limites
sao:

0<wy<2m, 0<O6<7m 0<@<2m (3.2)

As maiores vantagens da utilizacao de angulos de Euler sao a auséncia de parame-
tros redundantes (uma rotagdo pode ser determinada por pelo menos trés parametros), e
interpretacao fisica clara em muitos casos. Eles sao bastante utilizados em estudos ana-
liticos sobre rotacoes e como entrada e saida de dados em aplicacoes de atitude. Porém,
a representacao de atitude em angulos de Euler também apresenta sérios problemas, o
mais sério deles é a presenca de singularidades na representagao, bem como a presenca de
fungoes trigonométricas, que aumentam a carga computacional. Para esta representagao

também nao ha uma forma conveniente do produto de duas rotacoes sucessivas.

Em casos onde pode-se considerar que o angulo entre duas atitudes consecutivas de
um corpo sera sempre pequeno, ¢ comum utilizar os angulos de Euler para o controle de
atitude, visto que as aproximacoes decorrentes dos angulos pequenos facilitam muito seu

uso, computacionalmente.

3.2.2 Matriz de Rotacao

Também chamadas de DCM (Direction Cosine Matriz — Matriz de Cossenos Direto-
res), as matrizes de rotagao representam os parametros de rotagdo matematicamente mais
diretos. Os sistemas de coordenadas do corpo e de referéncia podem ser representados
através de vetores 3 x 1, e a simples aplicacao de dlgebra linear, através da transforma-

¢ao de bases de vetores, pode-se utilizar uma matriz 3 x 3 para realizar a rotacao de um
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sistema de coordenadas no outro.

wW3x1 = R3x3V3x1 (3.3)

Sendo R uma matriz de rotagdo, w o vetor representado no sistema de coordenadas do

corpo e v o vetor representado no sistema de coordenadas de referéncia.

Nem toda matriz 3 x 3 é uma matriz de rotacao. As propriedades matematicas de

uma matriz de rotacao tridimensional sao:

e Ortogonalidade: Todas as matrizes de rotacao sao ortogonais, ou seja, a operacao
de inversao é equivalente a transposicao da matriz. Isto é bastante 1til pois a
inversao de matrizes é um processo computacionalmente custoso e potencialmente

instavel.

e Determinante unitario: Todas as matrizes de rotacdo possuem determinante

igual a +1.

A matriz de rotacao tridimensional pode ser separada em trés componentes de rotacao
segundo cada eixo. Novamente, como o produto matricial nao é comutativo, a ordem em
que ¢é feito o produto das componentes é importante. Utilizando a Sequéncia Aeroespacial
obtém-se:

— Y
R = R,R)R, (3.4)

Sendo que R}, RZ e Ry representam as rotagao de @, 0 e Yy sobre os eixos x, v e z,

respectivamente. As matrizes componentes podem ser escritas como:

1 0 0

Ro=[0 cosp sing
0 —sing cos¢
cos® 0 —sin@

Ry=| 0 1 0 (3:5)
sin@ 0 cos@
cosy siny O
Ry =| —siny cosy 0
0 0 1

A utilizacao da DCM apresenta as vantagens de nao haver singularidades na represen-

tacao, nao utiliza fungoes trigonométricas. Sucessivas rotagoes podem ser representadas
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por uma simples e conveniente regra de produto, lembrando que para matrizes, o produto
nao é comutativo, devendo ser observada a ordenacao com que ele é feito, conforme a

sequéncia das rotacoes realizadas.

A grande desvantagem da matriz de rotacao é o tamanho da representacao, uma
vez que uma matriz 3 X 3 possui nove parametros, seis dos quais sao redundantes, tendo
assim uma eficiencia em meméria de apenas um tergo. Para sistemas onde a meméria
disponivel é muito limitada esta situacao pode ser melhorada pelo fato que, para uma
matriz de rotacao, a terceira coluna ¢é resultado do produto externo das duas primeiras
colunas. Assim é possivel diminuir de nove para seis parametros, sendo os trés restantes

facilmente obtidos.

Devido a suas propriedades, as matrizes de rotacao sao comummente utilizadas na
analise de problemas de atitude, transformando vetores de um sistema de coordenadas

para outro.

3.2.3 Quatérnions

Também chamados de Parametros Simétricos de Euler, embora muito menos comum-
mente, os quatérnions foram inventados por Sir William Rowan Hamilton em 1843, sendo
aplicados em problemas mecanicos e outros problemas fisicos até que suplantados pela
Anadlise Vetorial, introduzida por J. Willard Gibbs, onde vetores 3 x 1 comegaram a ser

utilizados para este propdsito (e ainda o s@o até hoje).

A utilizacao dos quatérnions se repopularizou com a necessidade de uma representacao
pratica e eficiente de rotagoes no espaco tridimensional, algo para o qual, os quatérnions

tém uma grande proficiéncia.

Os quatérnions sdo uma expansao do conjunto de nimeros complexos (C), conhe-
cidos como numeros hiper-complexos. Um estudo mais aprofundado e detalhado sobre

quatérnions pode ser encontrado em Kuipers (1999).

O quatérnion pode ser escrito da seguinte forma:

g =iq1+jq +kq3+qa (3.6)

Sendo ¢ a representacao do quatérnion, gi, g» e g3 sao as componentes vetoriais do
quatérnion e g4 sua componente escalar. Os simbolos i, j e k representam vetores unitarios,

ou versores, que formam a base ortonormal, com a seguinte propriedade: i> = j> =k> =
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ijk = —1. Em uma notacao mais compacta, pode-se representar os quatérnions como:
q1
. q2 q
q= le (3.7)
q3 q4
_q4_

sendo q a parte vetorial do quatérnion.

Especificamente, um quatérnion de rotacao pode ser escrito como:

0 0
g= (sin 5¢€cos 5) (3.8)

sendo e o vetor unitario que representa o eixo de rotagao e 6 neste caso representa o angulo

de rotacao sobre o eixo. Quatérnions de rotagao devem satisfazer a seguinte restrigao:

G+a+GE+a=1 (3.9)

A representacao de rotagoes através de quatérnions é ambigua uma vez que os qua-
térnions (q,—q4) e (—q,q4) representam a mesma rotagao. A fim de evitar problemas
computacionais, normalmente é utilizada apenas a uma das representacoes, normalmente

a que possui a parte escalar positiva.

O operador que aplica a transformagao de base, representada pelos quatérnions, sobre
um vetor é:

W=§"®VR®(g (3.10)

sendo ¢* o quatérnion conjugado, ou seja, com sua parte complexa oposta a original (i.e.
(q,94)" = (—4q,94)), V e W sdo quatérnions puros, ou seja, com a parte escalar nula, sao
dados respectivamente por: (v,0) e (w,0). O operador (®) indica o produto quaternionico.

Para dois quatérnions ¢ e p, o produto quaternionico pode ser definido como:

PRG=pisqs—Peq+psq+qsp+pxq (3.11)

Sendo os operadores (o) e (Xx) as representagoes dos produtos internos e externos entre

vetores, respectivamente.

Uma similaridade que os quatérnions de rotacao tém com as matrizes de rotagao é a
simplicidade na sua inversao, devido a propriedades do préprio quatérnions de rotacao. A

rotagao inversa para um dado quatérnion ¢ é dada simplesmente pelo seu conjugado g*.

Conforme mostrado, representar atitude através de quatérnions é vantajoso devido ha
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auséncia de singularidades em sua representacao, bem como a auséncia de funcgoes trigo-
nométricas. O quatérnion apresenta apenas um parametro redundante e possui uma regra
simples para o produto de rotagoes sucessivas. Porém, o significado fisico dos quatérnions
nao ¢é claro. Mesmo assim, suas caracteristicas computacionais o tornam preferido para

implementagao de sistemas de atitude embarcados.

3.2.4 Outras Representagoes

Ha diversas outras formas de se representar a atitude de um corpo. Nesta secao
serao mostradas as representacao que, embora nao tenham uso tao generalizado quanto

as citadas anteriormente, sao ainda bastante comuns.

Parametros de Rodrigues

Também conhecidos como vetor de Gibbs, os parametros de Rodrigues sao matema-

ticamente semelhantes ao quatérnion pois:

p=q/qs=etan6/2 (3.12)
sendo que as trés componentes de p, py, P2 € p3 sao os parametros de Rodrigues.

Os parametros de Rodrigues apresentam todas as vantagens dos quatérnions, exceto
pela singularidade em rotacao de 180°. Eles ainda apresentam a vantagem de nao pos-
suir parametros redundantes. Os parametros de Rodrigues sao comumente utilizados em

estudos analiticos.

Representacao Eixo/Angulo de Euler

Uma das representacoes fisicamente mais claras possiveis de atitude. Esta representa-

¢ao consiste d vetor unitario e que representa o eixo de rotagao e pelo angulo de rotacao
0.

Porém as dificuldades matematicas e computacionais desta representacao tornam seu
uso proibitivo para aplicagoes praticas. A representacao é indefinida para o caso trivial
de o angulo de rotacao é nulo (para 8 =0, e fica indefinido). Nao hd uma forma simples
de obter a resultante de varias rotagoes, sao necessaria equagoes trigonométricas para a

aplicacao desta representacao.

Porém, mesmo com estar dificuldades esta representacao ainda encontra uso como
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dado de entrada para controle de manobra.

3.3 Algoritmos de Atitude

Nesta secao serao apresentados os algoritmos determinadores, ou estimadores de ati-
tude. O maior problema quando se tenta na pratica resolver a atitude de um corpo
estd no fato que, com apenas uma referéncia, a atitude estda sub-determinada, pois ela
seria insensivel a rotagao sobre um eixo paralelo a referéncia. Para resolver isso, faz-se
necessaria uma segunda referéncia, nao-paralela a primeira, porém, agora a atitude fica

sobre-determinada com duas referéncia.

A solucao de um sistema sobre-determinado é um problema simples de aplicacao de
Algebra Linear, porém, na pratica, na presenca de ruido, o resultado da aplicagao direta
das técnicas tradicionais de resolucao invariavelmente resultaria em um sistema impossivel

(i.e. sem solugao).

Para contornar este problema, algoritmos determinadores de atitude, que normal-
mente fazem uso de apenas duas referéncias, utilizam apenas parte das informagao de
uma das referéncias, normalmente a com maior nivel de incerteza. Desta forma, é possivel
resolver a atitude como um sistema algébrico determinado. Esta metodologia é bastante
simples, porém a atitude obtida através dela nao é 6tima. Um exemplo classico deste tipo
de algoritmo é o TRIAD (Three-azis Attitude Determination — Determinagao da Atitude
em Trés Eixos)(BLACK, 1964).

Algoritmos estimadores de atitude sao mais elaborados e complexos, fazem uso da
estatistica do ruido das referéncias, que podem ser duas ou mais, a fim de obter uma
solucao 6tima de atitude. Um exemplo cldssico de um algoritmo estimador de atitude
é o QUEST (Quaternion Estimator — Estimador do Quatérnion)(SHUSTER, 1978), que
embora seja um dos pioneiros, ainda hoje é largamente utilizado, por sua rapidez e relativa

simplicidade.

E interessante um estudo dos aspectos dos algoritmos de atitude, pois cada um deles
apresenta diferentes incertezas intrinsecas da atitude. Neste trabalho serao estudados os

efeitos que a auto-calibracao ird causar nos erros e nas incertezas da atitude obtida pelo
TRIAD e pelo QUEST.
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3.3.1 TRIAD

O algoritmo TRIAD, desenvolvido por Harold D. Black em 1964 foi utilizado por
quase duas décadas para a determinacao de atitude de espagonaves, até ser suplantado
pelo QUEST. Uma discussao bastante completa sobre o algoritmo TRIAD e suas variacoes

pode ser encontrada em Tanygin e Shuster (2007).

Dados dois vetores de referéncia nao-paralelos vi e v, e seus correspondentes vetores
de observacao (i.e. medidos pelos sensores) w; e Wy, a matriz de atitude deve satisfazer
(lembrando que tanto os vetores de referéncia quanto os de observagao sao considerados

como vetores coluna):

W1 = AV1 Wy = AV2 (3.13)

Como a matriz A é sobre-determinada pela Eq. (3.13), s@o construidas duas triades

de vetores ortonormais da seguinte forma:

X
r = AL r, = u r3=r; xXr (3.14)
[v1] [V X vy
w Wi X W
S| = L S) = M S3 =8| XS (3.15)
|w1| |Wi X ws

sendo |-| o operador norma Euclidiana.

Assim existe uma tinica matriz A que satisfaz:

Si = Ar; (i=1,2,3) (3.16)
Que pode ser escrita como:
3
A=Y sx] (3.17)
i=1

sendo que o sobrescrito (7) denota a operacdo de transposicio. Em notacio mais com-

pacta, pode-se escrever:

A= MobsMrTef (3'18)
Com:
Mef = [r1;12;13] Mbs = [S1;52;83] (3.19)

sendo Myps € Mgps matrizes 3 x 3, representando as triades de observacgao e referéncia

respectivamente.

Uma condigao necessaria e suficiente para que a matriz de atitude dada por Eq. (3.17),
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ou Eq. (3.18), também satisfaca a Eq. (3.13) é:

VieV) = W] eWs (3.20)

A solugao dada pelo algoritmo TRIAD néao é simétrica em relagao as referéncias 1 e 2.
Observa-se claramente nas Eqs. (3.14) e (3.15) que parte da informagao da referéncia 2
é descartada. Desta forma, a acurdcia da atitude obtida através do TRIAD é aumentada

se for escolhida como referéncia 1, a referéncia com menor incerteza associada.

Matriz de Covariancia do TRIAD

A matriz de covariancia da atitude obtida através do TRIAD é uma medida da in-
certeza da atitude determinada. Ha duas formas comuns de representar a covariancia do
TRIAD, a Matriz de Covariancia Cartesiana Pgg e a Matriz de Covariancia em Angulos
de Euler Pyy. A Matriz de Covariancia Cartesiana pode ser considerada mais 1itil pois,
seu computo é bastante simples, o traco de Pgg prové um valor escalar conveniente para
ser utilizado como figura de mérito sobre a qualidade da atitude obtida, e principalmente,

Pyo é independente da atitude.

Uma andlise completa da covariancia do TRIAD pode ser encontrada em Shuster e
Oh (1981). A Matriz de Covariancia Cartesiana do TRIAD pode ser escrita como:
1

|W1 X W2’2

2

Pgo = 6121—|— [(622 — 0] ) W]W{ —|—612 (W] OWQ) (W]W%w —I—sz{)} (3.21)

sendo que I indica uma matriz identidade 3 x 3.
As variancias dos versores 612 e 622 sao dadas por:

2 _ 2 2 2 _ 2 2
Gj = Oy + 0y Oy = Oy + 0y (3.22)
sendo szl a variancia da referéncia 1, szvl a variancia da observacao 1, szz a variancia da

referéncia 2 e 6v2v2 a variancia da observagao 2.

3.3.2 QUEST

O algoritmo QUEST, proposto originalmente no trabalho de Shuster (1978) é uma
implementacao do gq-Método desenvolvido, porém nao publicado, por Davenport. O g-
Método é uma solugao matematicamente elegante do problema de Wahba (WAHBA,

1965), que trata da otimizagao de atitudes estimadas. O problema proposto por Wahba
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pode ser escrito de maneira mais conveniente como:

1 & 2
L(A) = E Z a; ‘W,’ — AV,‘l (323)
i=1

Onde, utilizando n referéncias de atitude, L(-) indica a fungao de custo, que deve ser
minimizada para uma atitude étima A. Os valores ay, ay, ..., a, sao um conjunto de pesos

positivos.

O g-Método, apesar de ser uma solucao elegante do problema de otimizacao da ati-
tude estimada, é computacionalmente bastante custoso, uma vez que o quatérnion étimo
é obtido através de uma equacao de autovalores, autovalores estes que devem ser encon-
trados (especificamente, deve-se resolver um problema de autovalor de dimensao quatro).
O QUEST ¢é uma aproximagao, ou modificagao, do trabalho original de Davenport. O
inventor do QUEST, Malcom D. Shuster, se valeu de certas especificidades do g-Método
e de seu conhecimento matematico diferenciado (Shuster era originalmente um fisico de
nuclear) para contornar as dificuldades computacionais do ¢-Método, criando assim o
QUEST, um dos algoritmos de atitude 6tima mas rapidos e precisos até hoje. No texto
que segue, o equacionamento do QUEST sera exposto sem maiores detalhes, uma descri-
¢ao bastante detalhada do desenvolvimento do QUEST pode ser encontrada em Shuster
(1990).

Como a funcao de custo pode ser escalada sem alterar a atitude 6tima, pode-se con-

siderar que:

-

a; = 1 (3.24)

i=1

Definindo entao uma fungao ganho g(A) como:
g(A) = Zaitr[wiTAvi] — tr[AB”] (3.25)
i=1
sendo que tr denota a operacao traco, e B é chamada de matriz do perfil de atitude, dada
por:

n
B=Y awyv] (3.26)
i=1

A maximizacao de g(A) torna-se dificil porque os nove elementos da matriz A estao
sujeitos a seis restrigoes, desta forma é mais conveniente expressar a atitude através da

matriz de atitude quaternionica, dada por:

A(G) = (¢35 —qeq)I+2qq” +2g4]q] (3.27)
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sendo, novamente, I uma matriz identidade 3 x 3, e [q]* uma matriz anti-simétrica dada

por:
0 g -
[al=]-95 0 a (3.28)
@2 —q 0

Substituindo Eq. (3.27) na Eq. (3.25), a fun¢ao ganho pode ser reescrita como:
8(9) = (43 —qeq)rB+2tr [qq"B'] +2qu1r [[q]B'] (3.29)

Definindo as quantidades:

s=trB S=B+B’ z=Y ai(w; xv;) (3.30)
i=1

Pode-se obter a seguinte forma bilinear:

g(d)=4"Kq (3.31)

sabendo que K é uma matriz 4 x 4 dada por:

K= [S_TSI Z] (3.32)

z s
Assim, o problema de estimacao da atitude étima é reduzido a encontrar o quatérnion
que maximize a Eq. (3.31). Como quatérnios de rotacdo sdo unitarios (i.e. ¢g'g = 1),

utilizando os multiplicadores de Lagrange, uma nova funcao ganho pode ser definida:
§(@)=4"Kq-24"q (3.33)

Que possui maximo para:

qupt = ;Lmaxcjopt (3.34)

Que ¢ o resultado desejado, onde Gopt € 0 quatérnion 6timo (autovetor correspondente)
e Anax ¢ 0 maior autovalor correspondente. Porém, conforme afirmado anteriormente,
esta operacao é computacionalmente custosa, a implementacao do QUEST contorna esta

dificuldade da seguinte forma:

4Esta notacio é uma forma diferente de expressar um produto externo através do produto de um vetor
e uma matriz, onde esta matriz é definida de forma que a xb = [a]b
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Rearranjando a Eq. (3.34), para qualquer autovalor.

y=[A+s1-8] 'z (3.35)
A=s+zeoy (3.36)

Sendo y o vetor de Gibbs definido como (Eq. (3.12)):

_4 3.37
Y= (3.37)

Em termos do vetor de Gibbs, o quatérnion pode ser escrito da seguinte forma:

1

y
1] (3.38)

2

1+l
Se A = Adnax, Y € consequentemente ¢ representam a atitude étima. Inserindo a Eq.

(3.35) na Eq. (3.36), obtém-se:

1

_ T
A=t oIS

(3.39)
A Eq. (3.39) é a equacgao caracteristica dos autovalores de K, cuja solugao direta é o

que se deseja evitar, porém, notando que:

? (3.40)

n
Anax =1— % Zf a; |[Wi — AgpeVi
im

Fica determinado que o maior autovalor é bem préximo a unidade. Substituindo

Amax = 1 em Eq. (3.35) leva a uma expressao aproximada bastante acurada da atitude

6tima, assumindo que a matriz [(1+s)I—S] néo seja singular, porém, como o vetor de

Gibbs ¢ infinito para angulos de rotacao de 180°, a matriz serd singular nesta situagao.

Para resolver este problema, deve-se computar gope sem utilizar o vetor de Gibbs interme-
didrio.

Como o autovalor ¢ de uma matriz quadrada S satisfaz a equacao caracteristica:

det [S — 1]

0 (3.41)

Que para o caso especifico de uma matriz 3 x 3 fica da forma:

E 4 2E KEHA=0 (3.42)
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Sendo:
s=1/2trS K = tr[SY] A =detS (3.43)

Sabendo que det[-] e [-]* denotam as operagoes determinante e adjunta de uma matriz,
respectivamente. Pelo teorema da Cayley-Hamilton S deve satisfazer sua prépria equagao

caracteristica (Eq. (3.42)), de forma que:

S3 =258 — kS + Al (3.44)

A Eq. (3.44) pode ser usada para expressar uma fun¢ao em S como um fator quadrético
em S, em particular:

(0+s)I—8] "=y (al+BS+8S?) (3.45)
Sendo:

a=0"—s>+x —w—s y=(0+s)a—A (3.46)

Fazendo @ = A, obtém-se:

Yopt = — (3.47)

x|

Sendo:
x= (aI+BS+8?)z (3.48)

Das Eqs. (3.38) e (3.47) segue:

. 1
Jopt = —F/——
V72X

Aplicando a Eq. (3.45) na Eq. (3.39) leva a uma forma mais conveniente da equagao

X] (3.49)
Y

caracteristica, como:

A —(a+b)A*—cA+(ab+cs—d)=0 (3.50)
Sendo:

a=s"—x b=s*+12'z c=A+12"Sz d=1"8%z (3.51)

Sabe-se que Auqr ¢ bem préoximo da unidade, desta forma, pode-se aplicar o método de
Newton-Raphson na Eq. (3.50) com valor de partida unitario de forma a computar Ay

para uma precisao numérica desejavel (ex: para sensores com acurdcia melhores que um
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grau, a representacao de 64 bits é exaurida com apenas duas iteragoes)(SHUSTER; OH,
1981). Para o caso especial de apenas duas referéncias de atitude (que é o caso especifico

deste trabalho), hd uma simples solucao analitica para Aqy.

2fmax = a% +2a1a2 [(Vl .V2)(w1 .WZ) =+ |V1 X V2| |W1 X W2|] +a% (352)

Matriz de Covariancia do QUEST

O algoritmo QUEST prové informacao sobre o nivel de incerteza da atitude estimada,
a fim que que esta informagao possua um valor de mérito de confiabilidade. O desenvol-
vimento da anélise de covariancia da atitude obtida pelo QUEST pode ser encontrado em

Shuster e Oh (1981). A matriz de covariancia quaternionica P, ¢ dada por:

-1
l n
I ZG‘%" (1 -y a,w,-w{) (3.53)
=1

Sendo:
1 1 1 1 o2
2 2 2 tot
l v l Gt%t 612 622 o? l 61‘2

Especificamente para duas referéncias de atitude:

1
Pyy = 1 {Gt%)tl_l_ 2 [(622 - O't%t) WIW{ o
(3.55)

-+ (612 — Gt%)t) szg -+ Gt%)t (W1 0W2) (wlwg —I—WzW{)} }

Sabendo que P, se relaciona com a matriz de covariancia Cartesiana de angulos de

erro Pgg(a forma diretamente obtida para o TRIAD na Sub-Secao 3.3.1), pela relagao:

1
P,y = ;Poo (3.56)

3.3.3 Ouros Algoritmos

Certamente o TRIAD e o QUEST nao sao os tnicos algoritmos de atitude. Eles
sao discutidos em maiores detalhes neste trabalho pois sao os algoritmos de escolha para

avaliar a melhoria na informacao de atitude, obtida através da auto-calibragao.

Dentre os outros algoritmos de atitude existentes, destacam-se por sua popularidade,
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ou por seu valor histérico: O y-Método desenvolvido por Davenport (1968). O g-Método,
também desenvolvido por Davenport, porém nunca publicado (o g-Método é discutido
em maiores detalhes na Sub-Secao anterior, uma vez que o algoritmo QUEST ¢é baseado
nele). A resolucao do problema de Wahba (Eq. (3.23)) através de SVD (Singular Value
Decomposition — Decomposi¢ao em Valor Singular) proposta por Markley (1988). O
algoritmo FOAM (Fast Optimal Attitude Matriz — Matriz de Atitude Otima Répida)
desenvolvido por Markley (1993). A determinacéo da atitude 6tima em Eixo/Angulos de
Euler através dos algoritmos EULER-2 ¢ EULER-n, desenvolvidos por Mortari (1995).
Os métodos ESOQ1 (First Estimatior of the Optimal Quaternion — Primeiro Estimador
do Quatérnion Otimo), desenvolvido por Mortari (1997), e ESOQ2 (Second Estimator of
the Optimal Quaternion — Segundo Estimador do Quatérnion Otimo) desenvolvido por

Mortari (2000).

Uma comparacao de eficiéncia e precisao destes algoritmos pode ser encontrada no

trabalho de Markley e Mortari (2000).
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4 Sensores de Atitude

Conforme mostrado na Segao 3.1, ha diversas grandezas fisicas que podem ser utili-
zadas como referéncia, ou fonte de informacao, para a atitude. Cada uma das referéncias
de atitude é medida, ou observada, por um sensor especifico. Como este trabalho trata
do desenvolvimento de um algoritmo de auto-calibracao para um sistema de atitude em
aplicagoes terrestres, onde as referéncias de atitude utilizas serao a gravidade terrestre e
o campo geomagnético, este Capitulo apresentara uma discussao mais detalhada sobre os

sensores especificos destas grandezas, respectivamente, acelerometros e magnetometros.

4.1 Acelerometros

Os acelerometros nao medem diretamente a aceleragao propriamente dita de um corpo.
Normalmente o elemento sensor é uma massa conhecida, onde a forca inercial sobre esta
massa, quando ela se encontra sob aceleragao, pode ser medida. Esta forca inercial pode
distender uma mola, e esta distensao pode ser medida; ela pode alterar a tensao sobre
uma linha, alterando sua frequéncia de vibracao; ou pode até ocasionar um torque que
ird causar precessao em um giroscopio, sendo que a precessao do giroscopio se torna uma
fonte de medida da aceleragao (LAWRENCE, 1998). Estes e muitos outros efeitos podem

ser utilizados para se obter dados sobre a aceleracao de um corpo.

Para os acelerometros MEMS mais comuns, aos quais o desenvolvimento desta meto-
dologia de auto-calibragao especificamente se dedica, o principio pelo qual se mensura a
aceleragao é através da alteragao da capacitancia entre trés placas ligadas em série, onde
a placa interna é presa apenas por uma de suas extremidades, sendo livre para oscilar sob

a acao de alguma aceleracao, como na Fig. 4.1.

Conforme a placa central oscila, sua distancia média d ¢é alterada, e consigo, as capa-
citancias Cy e C,. Através da diferenca destas capacitancias, é possivel obter dados sobre

a aceleragao, na direcao perpendicular as placas.

Em um acelerometro MEMS triaxial, estao integrados no CI (Circuito Integrado) trés
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Figura 4.1: Construcao tipica de um acelerometro MEMS.

estruturas como a da Fig. 4.1, ortogonais entre si, mais a eletronica necessaria para o

condicionamento do sinal obtido e para a disponibilizacao dos dados na saida do sensor.

De uma forma geral, o modelo de medida de um acelerometro, ou seja, a relagao entre
a aceleracao e a saida do sensor, pode ser dada, para uma boa aproximagao, pela seguinte

equacao (por simplicidade, foi omitida a corrupgao por ruido):

Aoyt = CmCsf (ajn + 0a) (4.1)

Sabendo que agy é a saida analdgica do acelerdbmetro (3 x 1), aj, é o vetor 3 x 1 de
aceleracao real a que o sensor esta submetido, 0,4 € 0 vetor 3 X 1 que representa os valores de
offset, ou bias, do acelerometro, Cyy ¢ a matriz 3 x 3 dos valores de sensibilidade, ou fatores
de escala, do acelerometro e por fim C,, é uma matriz 3 x 3 que indica o desalinhamento

ortogonal da triade sensora.

O elemento sensor do acelerometro (Fig. 4.1) deve ser sensivel a aceleragoes apenas
na diregao ortogonal ao plano que contém a placa central, porém, em situagoes onde ha
uma aceleragao em seu eixo sensivel causando uma deflexao na placa, uma forca de reacao
em outro eixo pode causar um torque no ponto de fixacao da placa, que causara uma
deflexao perturbadora, devido a uma aceleragao em outro eixo. Este efeito é conhecido

como sensibilidade cruzada e estd melhor ilustrado na Fig. 4.2.

° ° ay
G a, \a
y
)
X

Figura 4.2: Sensibilidade cruzada em um acelerometro MEMS.

A Fig 4.2 ilustra o elemento sensor do eixo x de um acelerometro MEMS. Observa-

se que sob uma aceleracao resultante a, a componente em y da forca de reagao ird se
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comportar como uma forca perturbadora f, onde f; o< fysin 6.

Levando o efeito de sensibilidade cruzada em conta, a matriz Cyy possuird elementos
nao-nulos fora de sua diagonal principal e o modelo do acelerometro ficaria bastante
complexo. Porém, para a maioria dos acelerometros MEMS, o efeito da sensibilidade
cruzada pode ser desprezado (seu valor comum é > 1% da sensibilidade direta), sem que

isto cause perda aprecidvel de precisao. Assim, Cyy pode ser dada por:

sxx O
Csf - O Syy 0 (4 ° 2)
0 0 54

sendo sxx, Syy € Sz; as sensibilidades nos eixos x, y e z, respectivamente.

Os desvios de ortogonalidade na triade sensora do acelerometro podem ser descritos,
sem perda de generalidade, através de trés angulos p, ¢ e A'. A triade ortogonal é dada
por X, y e z, enquanto a triade real, desalinhada é dada por x’, y’ e z’. O eixo x é
considerado perfeitamente alinhado (i.e. x || x’). Considera-se o eixo y’ contido no plano
xy, € seu desvio em relagao a y é dado por p. Os desvios do eixo z” em relagao ao plano
xz e yz sao dados respectivamente por A e ¢. Os desvios de ortogonalidade da triade sao

ilustrados na Fig. 4.3.
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Figura 4.3: Desvios de ortogonalidade na triade.

Desta forma, a matriz C,,, que representa a nao-ortogonalidade da triade pode ser

reduzida a uma matriz triangular inferior, dada por:

'Uma vez que nao hé observabilidade para definir os outros trés angulos de desalinhamento.
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1 0 0
Cn= sinp cosp 0 (4.3)

singcosA cos¢sind cos¢cosA

O efeito do desalinhamento deve ser levado em conta pois, tradicionalmente a tole-
rancia na ortogonalidade da triade de um acelerometro MEMS triaxial ¢ da ordem de um
grau. No caso de uma montagem em PCB (Printed Circuit Board — Placa de Circuito
Impresso), com trés acelerémetros uni-axiais, o erro de ortogonalidade pode ser ainda

maior (=~ 5°).

Uma outra fonte de erro bastante comum em acelerometros MEMS é o erro vibro-
pendular, causado por vibragoes abaixo da frequéncia natural do sistema massa e meio
de suspensao que compéem o elemento sensor (LAWRENCE, 1998). Efeitos de nao-
linearidade do sensor e deriva térmica, quando apreciaveis, sao comummente tratados

através de processamento digital do sinal de saida.

4.2 Magnetometros

Magnetometros sao sensores que medem a direcao e o modulo de campos magnéticos.
Sao praticamente essenciais em qualquer sistema de navegacao, pois desde o periodo das
Grandes Navegagoes, o campo magnético terrestre é utilizado como referéncia para o norte

geografico.

Diferentes magnetometros operam baseados em diferentes principios. Dentre as va-
rias tecnologias utilizadas na construgao de magnetometros, uma das que resulta em
sensores de baixo custo e desempenho adequado é a AMR, (Anisotropic Magnetoresistive
— Magneto-resistiva Anisotrépica)(GEBRE-EGZIABHER et al., 2001), onde o sensor é
construido utilizando uma liga de ferro-niquel, ou Permalloy, cuja resisténcia elétrica é

dependente da presenca de campos magnéticos em uma direcao especifica.

A Fig. 4.4 ilustra da maneira simples a construcao de um magnetometro AMR. Nela,
cada uma das pontes resistivas esta contida em um plano, onde os trés planos sao mutu-
almente ortogonais. Para cada plano, a dire¢ao perpendicular ao mesmo é a direcao onde

o elemento sensor é sensivel ao campo magnético.

O modelo matematico de medida para um magnetometro deste tipo pode ser escrito
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Figura 4.4: Diagrama esquematico da estrutura interna de um magnetometro AMR.

como (novamente, por simplicidade, a corrupgao por ruido foi omitida):
bout — CmCstsi (bin + Ob) (44)

sabendo que bgy € um vetor 3 X 1 que representa a saida analégica do sensor, by, € o vetor
3 x 1 que representa o campo magnético presente, op representa o bias ou offset (3 x 1),
que para magnetometros é conhecido como erros Hard Iron, C, é uma matriz 3 X 3 que
representa os desvios de ortogonalidade da triade sensora do magnetometro, Cyr também
¢ uma matriz 3 x 3 que representa of valores de sensibilidade, ou fatores de escala, do

magnetometro e, por fim, Cy; representa os chamados erros Soft Iron(3 x 3).

Os erros Hard Iron sao erros gerados pela presenca de materiais ferromagnéticos ou
magnetos permanentes (imas) préximos ao magnetometro, sendo parte da estrutura onde
o magnetometro estd instalado, como um AHRS dentro de um aviao. Estes erros se
sobrepoem ao bias intrinseco do magnetometro gerando erros constantes na saida do
sensor. Normalmente, erros Hard Iron sao considerados invariantes no tempo, porém,
como o bias do sensor, ao qual ele se sobrepoes, geralmente é fortemente dependente da
temperatura e se altera com o tempo, uma rotina de auto-calibragao se faz necessaria para

manter este erro corrigido.

Certos materiais possuem a propriedade de gerar campos induzidos em resposta a
campos magnéticos externos. As perturbacoes sobre o campo magnético causada por
esses campos induzidos sao chamados de erros Soft Iron. Ou seja, a medida do campo

geomagnético é corrompida por campos induzidos pelo préoprio campo geomagnético. A
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situacao é complicada ainda mais pelo fato deste erro ser varidavel com a atitude. Assu-
mindo que a histerese seja pequena, o que é verdadeiro para a maioria dos materiais Soft
Iron, é possivel representar este erro como uma matriz 3 X 3 para o caso tridimensional.
Devido a complexidade do erro Soft Iron, a maioria dos sistemas de atitude tém seus
magnetometros instalados de forma a minimizar ao maximo esta fonte de erro, assim, é

possivel aproximar Cy; para uma matriz identidade, sem perda apreciavel de precisao.

A sensibilidade, ou fator de escala, para um magnetometro pode ser definido de forma
bastante semelhante a sensibilidade de um acelerometro, descrita na Segao 4.1. Nova-
mente, qualquer efeito de sensibilidade cruzada pode ser considerado desprezivel, anu-
lando todos os elementos fora da diagonal principal de C,z, sendo que Cyy é definida da

mesma forma que a Eq. (4.2).

De maneira analoga a sensibilidade, os desvios de ortogonalidade de um magnetometro
podem ser descritos da mesma forma que foram para um acelerometro. Ou seja, sem perda

de generalidade, podem ser dados por uma matriz triangular inferior C,, definida em Eq.
(4.3).

Uma caracteristica dos magnetometros AMR é que os dominios magnéticos se dete-
rioram apos poucas medidas, perdendo entao a sensibilidade ao campo magnético, empo-
brecendo assim a resposta do sensor. Uma técnica simples para corrigir este efeito é a
aplicacao de pulsos de corrente, com valor de pico elevado porém de curta duracao. Esta
técnica é conhecida como set e reset, onde o primeiro pulso de corrente faz com que todos
os dominios magnéticos se orientem em uma direcao, e o segundo pulso faz com que os
dominios magnéticos invertam sua orientagao, anulando desta forma, qualquer influéncia
anterior que tenha se mantido por histerese do material. Normalmente, a amostragem do

campo magnético é feita logo apds um ciclo de set e reset.

Uma vez que Cy; pode ser considerada uma matriz identidade, a Eq. (4.4) que define
o modelo matematico do magnetometro é reduzida a uma equacao andloga a Eq. (4.1),
assim, fica claro que uma metodologia de auto-calibragao desenvolvida para um acelero-
metro MEMS triaxial, podera ser adaptada para também auto-calibrar um magnetometro

AMR, onde ambos os sensores podem fazer uso do mesmo modelo matematico.
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5 Estimacao de Parametros

Uma vez que qualquer procedimento de calibragao ¢, em sua esséncia, um processo
de estimacao de parametros, este Capitulo se dedica a expor os principais conceitos em
estimacao de parametros utilizados neste trabalho. Devido a natureza onde estes conceitos
serao aplicados neste trabalho, todas as distribuicoes de probabilidade apresentadas neste

Capitulo sao consideradas continuas.

Conforme mostrado em Papoulis (1991), um problema genérico de estimagao pode

definido d int iral: d j iavel aleatori funca
ser definido da seguinte maneira’: supondo que X seja uma varidavel aleatéria, com funcao
de distribuicdo cumulativa F(x,0) de forma conhecida, de um parametro 8, que é o
parametro que se deseja estimar. Para realizar a estimagao, um experimento ¢ repetido n

vezes, sendo que x; indica os valores observados de x.

Uma estimacao pontual é uma funcao = g(X) do vetor de observacéo X = [x1,...,x,].
A correspondente variavel aleatéria 6= g(X) é o estimador pontual de 6, para um vetor

de amostras X = [X1,...,X,).

De maneira diferente, uma estimacgao intervalar de um parametro 6 é o intervalo
(01,6;), cujos limites sdo as fungdes 0; = g;(X) e 6, = g2(X) do vetor de observagao
X. O correspondente intervalo aleatério (@1,0;) é o estimador intervalar de 6, onde
define-se que (01,0,) é o intervalo de confianga de valor P{@®; < 68 < @,}, sendo este o
valor da probabilidade de 6 estar contido no intervalo (6;,6,). Alternativamente, o valor

1-P{0®; < 6 <0O,} é chamado de nivel de confianga.

O estimador pontual de parametros atende de maneira conveniente as necessidades
de um procedimento de calibracao, sendo a forma de escolha para realizar a estimagcao
dos parametros necessaria a calibracao. Conceitos e aplicacoes de estimacao pontual de
parametros em aplicacoes de engenharia podem ser encontrados em Montgomery e Runger
(2003).

LComo ficaré claro no decorrer deste trabalho, muitos dos simbolos utilizados neste Capitulo possuem
significado diferente fora dele, as definigoes de convengoes ou simbolos aqui declaradas nao tém valor fora
deste Capitulo. Isto é feito para que este Capitulo possa utilizar das conven¢ées comummente encontradas
na literatura especializada, facilitando sua leitura.
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5.1 Conceitos Gerais em Estimacao Pontual

Uma estimativa deve ser proxima, de certa forma, do valor verdadeiro do parametro.
Um estimador nao-viesado (unbiased) ® de 0 tem a esperancga de @ igual a 6, ou seja, a

média da distribuicio de probabilidade de @ ¢ igual a 6. Definindo o viés (bias) como:
E[@]-6 (5.1)

sendo E[-] o operador estatistico esperanca, ou primeiro momento.

Para um estimador nao-viesado, o viés é nulo, ou seja E[@] — 0 = 0. E evidente que

a caracteristica de viés nulo é altamente desejavel para um estimador de parametros.

Estimadores nao-viesados podem ter diferentes distribuicoes de probabilidade, ou seja,
podem possuir variancias diferentes. Um estimador nao-viesado de menor variancia possui
maior probabilidade de produzir uma estimativa mais préxima do valor verdadeiro 6. Um
principio légico ao selecionar varios estimadores é de escolher o estimador com a menor
variancia. O MVUE (Minimum Variance Unbiased Estimator — Estimador Nao-Viesado
de Minima Variancia) é o estimador que, dentre todos os estimadores nao-viesados, possui

a menor variancia.

Para distribuicao normal, que quase sempre é uma boa aproximacao da distribuicao
de um parametro desconhecido, em uma amostra aleatoéria, de tamanho n, Xi,...,X, de

média u e variancia 62, a média amostral X é o MVUE de pu.

Mesmo em situacoes onde nao seja possivel determinar absolutamente o MVUE, o

mesmo principio pode ser aplicado para selecionar entre os potenciais candidatos.

Por vezes pode ser necessario utilizar um estimador viesado (biased). Nestes casos, o

erro quadratico médio do estimador é uma importante figura de mérito do seu desempenho.
O MSE (Mean Square Error — Erro Quadréatico Médio) é definido como:

MSE(®) = E[(6 — 0)] (5.2)

A Eq. (5.2) pode ser reescrita como:

MSE(®) = V(@) + (bias)? (5.3)

Ou seja, 0 MSE de um estimador @ ¢ igual & sua variancia (V(@)) mais o quadrado

do seu valor de viés. Se @ for nao-viesado, seu MSE sera igual a sua variancia.
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O MSE de um estimador é um importante critério de comparacao entre diferentes
estimadores. A andlise do MSE de varios estimadores, viesados ou nao, revelara qual
possuiu 0 menor erro, sob o critério de erro quadratico médio. E bastante comum encontrar
estimadores viesados com menor MSE que estimadores nao-viesados. Desta forma, embora
a caracteristica de viés nulo seja desejavel em um estimador, ela nao necessariamente define

o melhor estimador dentre varias escolhas possiveis.

5.2 Meétodos de Estimacao Pontual

As propriedades gerais de estimadores pontuais discutidas na Secao anterior sao de
pouca ajuda no projeto de estimadores. Nesta Secao, serao discutidos trés métodos de
obtencgao de estimadores pontuais por inferéncia estatistica: o método dos momentos, o
método de maxima verossimilhanca e o método de Bayes. Serao discutidas as caracteris-

ticas, vantagens e desvantagens de cada um dos tipos de estimacao.

5.2.1 Meétodo dos Momentos

A ideia geral por tras do método dos momentos é igualar os momentos estatisticos da
populacao, definidos em termos de valores médios, para seus correspondentes momentos
estatisticos amostrais. Assim os momentos estatisticos da populacao serao fungoes dos
momentos estatisticos amostrais e de parametros desconhecidos. Resolvendo as equacoes

em funcao dos parametros resulta em uma estimativa no valor dos mesmos.

Desta forma, para obter m parametros a partir de n amostras deve-se igualar os
primeiros m momentos da populagao com os primeiros m momentos amostrais, resultando

em m estimadores @1,0,,...,0,, dos parametros desconhecidos (0;,6s,...,6y,).

Uma das maiores vantagens do método dos momentos é que ele é, geralmente, facil de
computar. Isto somente é verdadeiro se a funcao densidade de probabilidade, que descreve

a estatistica da populagao, for facilmente integréavel.

5.2.2 Método de Maxima Verossimilhancga

Os estimadores MLE (Mazimum Likelihood Estimator — Estimador de Maxima Ve-
rossimilhanca), sdo uma das melhores maneiras de realizar uma estimagao pontual. Como

o nome indica, a estimativa do parametro maximiza a funcao de verossimilhanca.

Assim, assumindo que X seja uma variavel aleatéria com funcao densidade de pro-
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babilidade f(x;0), onde 8 é o parametro desconhecido. Sendo xj,x3,...,X,, n amostras

observadas, a funcao verossimilhanca é:
L(6) = f(x1:6) 0 f(x2:0) e f(x,;6) (5.4)

O método da méaxima verossimilhanca é um dos preferidos em trabalhos estatisticos,
pois, normalmente é facil de usar, e produz estimadores com boas propriedades estatisticas,

COIMo:

1. Produz estimadores aproximadamente nao-viesados de 6 [E (@) =0].
2. A variancia de © é bastante proxima, senao igual, a variancia de um MVUE.

3. O estimador @ possui distribuicio normal.

Ou seja, o MLE ¢é aproximadamente um MVUE, o que é bastante desejavel. Isto
atrelado ao fato que ele é geralmente facil de obter e que possui, quando n é grande, uma
clara distribuicao normal, explica seu uso difundido. A tnica restricao para seu uso é que

a distribuicao da populagao seja conhecida.

Uma outra propriedade importante do MLE ¢ a invariancia, i.e. sendo @1,@2, . .,@k
os MLEs dos parametros 0;,6,,...,0;, entao o estimador de méxima verossimilhanca de
qualquer funcdo h(6y,6,,...,6;) destes parametros é a mesma fungao h(@l,(:)z,...,@)k)

dos estimadores @1,0,,..., 0.

Uma das complicagdes no uso do método de maxima verossimilhanca é que, nem
sempre pode ser simples maximizar a fun¢ao L(0), pois dL(0)/d6 = 0 pode ser dificil de

resolver, ou por vezes sequer possuir uma solucao analitica.

5.2.3 Estimacao Bayesiana de Parametros

A estimacao Bayesiana é uma abordagem diferenciada da inferéncia estatistica, pois
faz uso das informagoes amostrais, como nos métodos previamente discutidos, e também de
alguma outra informacao que nao faz parte das amostras. Ou seja, sendo X uma variavel
aleatéria cuja distribuicao de probabilidade seja dependente de O, pode-se escrever a

funcao densidade de probabilidade como f(x|0).

Supondo que a informacao adicional de 6 possa ser dada na forma de distribuicao de

probabilidade, como f(60). Esta fun¢ao densidade de probabilidade é comumente chamada
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de distribuicao a priori de 8, tratando desta forma 6 como uma variavel aleatéria. A abor-
dagem Bayesiana para estimacao faz uso de f(0) e da distribui¢ao a posteriori da amostra
f(x1,x2,...,x,|0) para encontrar a distribui¢ao posterior de 6, como f(0|x1,x2,...,X,). A
distribuicao posterior combina as informacoes sobre as amostras observadas e o conhe-
cimento prévio sobre 6. De certa forma, ela expressa o grau de credibilidade do valor

verdadeiro de 0 apds observacao dos dados amostrados.

Encontrar a distribuicao posterior é, conceitualmente, simples. A densidade de pro-

babilidade conjunta das amostras Xi,X5,...,X, e do parametro 6 pode ser escrita como:

f(X1,XQ,.. ~7xn79) :f(X],)Q,... an‘e)f(e) (55)

E a distribuicao marginal de X1,X5,...,X, é:
flxr,x0,..0,%) :/ flx1,x2,...,x,,0)d0 (5.6)

Assim, a distribuicao a posteriori de 6 é dada por:

f(X1,X2, <o Xny 9)
f(xlax27 s 7xn)

f(Olx1,x2,... x0) = (5.7)

O estimador Bayesiano de 8 é o valor 8 que corresponde ao valor esperado da distri-

buicao a posteriori f(0|x1,x2,...,%,).

Na prética, para um nimero moderado de amostras, os resultados de um estimador
Bayesiano ou MLE serao aproximadamente equivalentes, se a distribuicao a posterior:
das amostras é consistente com a distribuicao a priori de 6. Caso contrario, havera uma
diferenga apreciavel nos resultados. Neste caso, assumindo que os resultados amostrais
sao tidos como corretos, ha um erro na informacao prévia, e o MLE obteria o melhor
resultado. O estimador de Bayes possui a tendéncia de produzir um resultado entre a

estimativa de maxima verossimilhanca e o que é assumido a priori.

Um ponto negativo bastante claro do uso do método de Bayes aplicada a metodo-
logia de auto-calibragao é o fato que, para diferentes sensores, seria necessario obter as
distribuicoes a priori dos parametros de interesse, para cada sistema a ser auto-calibrado
utilizando diferentes sensores. Isto aumenta o trabalho necessario para implementar a
rotina de auto-calibracao, porém, sem nenhuma garantia de melhora substancial na qua-
lidade da estimacao, em contraste com resultados obtidos através de métodos de maxima

verossimilhanca ou método dos momentos.
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5.3 Analise de Regressao

Muitos problemas de engenharia, especialmente problemas de calibragao, envolvem
explorar as relacoes entre duas ou mais variaveis. A Analise de Regressao é uma técnica
estatistica bastante util neste tipo de problema. Através da Andlise de Regressao é possivel

obter modelos para otimizagao de processos.

5.3.1 Regressao Linear Miiltipla

Conforme observado através dos modelos dos sensores apresentados no Cap. 4, uma
regressao linear para obter os parametros de calibracao dos sensores serd, necessariamente,
uma regressao linear multipla. Um exemplo genérico de regressao linear multipla pode

ser dado por:

Y = Bo+Bixi +...+ Buxn+ € (5'8)
sendo que Y representa a variavel dependente, x1,x2,...,x, sao as n variaveis independen-
tes, Bo, Bi,-- -, Bn, s@0 os n+ 1 parametros desconhecidos, também chamados de coeficientes

de regressao, e € representa o erro presente nas medidas. A regressao é dita linear pois a

Eq. (5.8) ¢ linear em termos dos coeficientes de regressao.

Modelos que incluem efeitos de interagao também podem ser avaliados por regressao

linear multiplaZ, pois:
Y :ﬁo-l—ﬁlxl+ﬁ2X2+ﬁ12X1X2+...+6 (5.9)
definindo x3 = x1x; e B3 = BBz, obtém-se:

Y =Bo+Bixi+Boxa+Baxs+...+€ (5.10)

Que é andloga a forma da Eq. (5.8), e portanto, um modelo de regressao linear.

5.3.2 Regressao Linear por Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados pode ser utilizado para estimar os coeficientes de

regressao. Matricialmente, o modelo de regressao pode ser escrito da seguinte forma:

y=XB+e (5.11)

2Este fato serd melhor apreciado nos desenvolvimentos apresentados no Cap. 6, especificamente na
Eq. (6.9)
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sabendo que y é um vetor de observacoes n x 1, X é uma matriz n x p das variaveis
independentes, B é o vetor p x 1 de coeficientes de regressao e € é o vetor nx 1 de erros

aleatorios.

Deve-se encontrar uma estimativa de B que minimize:

n

L=Y e =¢e"e=(y-XB) (y—XB) (5.12)

i=1

O estimador de minimos quadrados B é a solucao de B que satisfaz:

JdL
ﬁ =0 (5.13)
a qual é dada por:
B=x"X)"'X"y (5.14)

Algumas particularidades do computo da Eq. (5.14) ser@o discutidas em maiores de-

talhes no Cap. 6.

5.3.3 Propriedades da Estimacao de Minimos Quadrados

As propriedades estatisticas dos estimadores de minimos quadrados By, Bi,-..,B: po-
dem ser facilmente definidas, assumindo que os erros €1, &,...,&,, no modelo de regressao,
sao independentes, com média zero, e variancia 62. Desta forma é possivel provar que B

¢ um estimador nao-viesado de B, com covariancia dada por:

cov(B) = a*(X"TX)"! (5.15)

Outra propriedade importantissima da regressao linear por estimador de minimos
quadrados é que, assumindo que os erros possuam distribui¢ao normal, o estimador de
minimos quadrados linear é idéntico ao estimador de méxima verossimilhanca. Assim,
das propriedades do MLE, pode-se inferir que o estimador de minimos quadrados linear
é assintoticamente eficiente, no sentido que sua variancia alcanca o valor de Cramér-Rao
bound® (HAYASHI, 2000).

3 Cramér-Rao bound — Expressa o limite inferior para a variancia na estimacdo de parametros. Em
sua forma mais simples, ele declara que o limite inferior para a variancia de um estimador nao-viesado é
pelo menos tdo grande quanto o inverso da informacao presente (Matriz de Informagao de Fisher).
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6 DMétodo de Calibracao

Conforme declarado ao final do Cap. 4, acelerometros MEMS e magnetometros AMR
podem ser descritos através do mesmo modelo matematico. Desta forma, a mesma meto-
dologia de auto-calibracao pode ser aplicada a ambos os sensores, com minimas adapta-

goes.

Neste Capitulo serd exposto o desenvolvimento de uma rotina de auto-calibragao para
acelerdmetros e magnetometros MEMS (magnetometros AMR triaxiais sao construidos
utilizando tecnologia MEMS). O método desenvolvido é uma expansao do trabalho de
Foster e Elkaim (2008), que por sua vez, foi derivado do trabalho de Gebre-Egziabher et
al. (2001).

A solucao proposta é uma das possiveis solucoes que se pode obter através do traba-
lho publicado por Foster e Elkaim (2008), uma vez que a forma como os autores desta
referéncia chegaram a seus resultados nao foi explicitamente exposta, nao hé forma de

afirmar se a metodologia desenvolvida neste trabalho é a mesma por eles utilizada.

Embora a simples demonstracao da minimizacao dos erros dos parametros dos sensores
seja um resultado desejavel para uma rotina de auto-calibracao em um sistema de atitude,
o que realmente importa é de quanto o erro na direcao dos versores de referéncia diminuiu.
Este erro é critico na determinacao da incerteza da informacao de atitude através de sua
covariancia, como mostrado nas Egs. (3.21) e (3.55), para o TRIAD e o QUEST (com

duas referéncias), respectivamente.

Desta forma, a avaliacao da eficiéncia da metodologia de auto-calibragcao desenvolvida
sera dada pela melhoria na qualidade da informagao de interesse de um sistema de atitude,

que é a prépria atitude.

6.1 Modelo Matematico Genérico

Conforme citado anteriormente, os modelos matematicos dos acelerometros e mag-

netometros MEMS sao analogos, podendo entao serem representados de forma genérica.
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A fim de manter um senso de generalidade, o desenvolvimento da metodologia de auto-
calibragao, a ser exposto neste Capitulo, sera dado em termos de uma grandeza fisica

genérica, u = (ux,uy,u,)".

Em concordancia com os modelos dados pelas Eqs. (4.1) e (4.4), as componentes da

grandeza genérica podem ser escritas como:

iix = auy + xo + Nx (6.1)
ity = b (uxsinp +uycosp) +yo + 1y (6.2)
it; = ¢ (uxsin@ cos A + uy cos @ sin A +u, cos p cosA) +zo+ 1, (6.3)

sendo iy, iy e il, as saidas corrompidas do sensor, para os €ixos X, y e z, respectivamente.
Os valores uy, uy e u, sao os valores reais das componentes da grandeza fisica genérica, a,
b e ¢ sao os fatores de escala, ou sensibilidades, dos respectivos eixos x, y e z. Os valores

X0, Yo € 2o sao os biases dos eixos x, y e z.

Os angulos p, ¢ e A sdo os angulos de desalinhamento ortogonal da triade sensora.
Sao definidos da mesma forma que na Secao 4.1, repetida aqui para uma melhor referéncia:
o angulo p é o desvio do eixo y real (chamado y’) para o eixo y perfeitamente ortogonal,
dentro do plano xy. Os angulos ¢ e A representam os desvios de z’ para o plano zx e
zy, respectivamente. A Fig. 4.3 expoe de maneira clara a relagdo da triade ortogonal e

nao-ortogonal através destes angulos.

Os valores 1y, Ny e N, representam a corrupcao por ruido nas medidas, para os eixos
X, y e z. O ruido pode ser considerado AWG (Additive White Gaussian — Gaussiano
Branco e Aditivo) com média zero para uma excelente aproximagao. Para a maioria dos
acelerometros e magnetometros MEMS disponiveis no mercado, o ruido pode ser modelado

como 4 (0,62), onde a variancia do ruido é da ordem de 10761073 do valor de fundo de

escala do sensor (ANDREJASIC, 2008).

Conforme ja comentado nos Caps. 1 e 2, a metodologia de auto-calibragao desenvol-
vida neste trabalho possui uma tnica restricao para sua aplicabilidade, que é o conheci-
mento do modulo da grandeza fisica de referéncia. Escrevendo matematicamente para a

grandeza fisica genérica u, obtém-se:

u|? :u§+u§+u% (6.4)
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Reescrevendo as Eqs. (6.1), (6.2) e (6.3), em termos de uy, uy € uy:

(dx — x0)

= (6.5)
_ —bsinp (itx —x0) +a ity — yo)
= abcosp (6.6)
_ be(sinpcos¢sind —cospsing cosA) (iix — xo)
e = abccos p cos @ cos A 6.7)

—accos ¢ sinA (iy — yo) +abcosp (i, — 20)
abccos p cos ¢ cos A

Aplicando as Egs. (6.5), (6.6) e (6.7) na Eq. (6.4), é possivel obter uma equagao da

seguinte forma:

Al + Bilxily + Cilyil, + Dily + Eilyii, + Fit, + Gity + Hily + Iit, +J =0 (6.8)

Sendo que A, B, C, D, E, F, G, H, I e J sao fungoes nao-lineares dos parametros de
calibracao. Embora a Eq. (6.8) seja nao-linear em termos dos parametros de calibragao,
ela é linear em termos de A—J. Assim, pode-se utilizar A—J como variaveis intermediaria
lineares, que podem ser encontradas por um estimador simples, e resolver, a posteriort,

os parametros de calibracao algebricamente, a partir destas variaveis.

Por simplicidade, e para manter a leitura do texto mais suave, o desenvolvimento
algébrico completo das equagoes deste Capitulo nao sera exposto no corpo do texto. Uma

referéncia mais completa do desenvolvimento das equacoes pode ser encontrada no Apén-
dice A.

6.2 Estimacao por Minimos Quadrados

A fim de aplicar um estimador de minimos quadrados, para estimar as variaveis in-

termediarias, a Eq. (6.8) pode ser escrita de maneira mais conveniente como:

2 Biyiy Cid, Diy Edyi, Gy Hiy Ia, J
Fi2 ' F@2 ' Fi2 ' Fi2  Fi@2 F@2 F@2 Fi2 Fi?

Aii?

1 (6.9)

O fator Fii2 foi escolhido como denominador comum para facilitar a manipulacio
posterior das equagoes, uma vez que, como fica claro no Apéndice A, F e D sao os
fatores mais simples, dentre A-J. Para os desenvolvimentos deste trabalho, optou-se

arbitrariamente por utilizar F como denominador comum. A Eq. (6.9) pode ser reescrita
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matricialmente como:

W Ji2 i dy, 7z - 1/@2 | |A/F —1
ﬁiz ﬁgz ﬁXZﬁYZ/ﬁ%Z o 1/1/7%2 B/F = -1 (6 10)
_ﬂ%n/ﬁ%n ﬂxnﬂ}’n/ﬂ%n T l/ﬂ%n_ _J/F_ __1_

- JT N——

X p

Sendo X a matriz de amostras, de dimensao n x 9, onde n é o niimero de amostras
utilizado, com a resrticdo n > 9. O vetor k indica os coeficientes da Eq. (6.9) e p ¢ um

vetor de elementos unitarios negativos.

A partir do sistema dado pela Eq. (6.10), é necessério isolar o vetor k de forma a
se obter as variaveis intermediarias e proceder a auto-calibracao. Desta forma, pode-se

utilizar o seguinte desenvolvimento:

Xk=p
XXk =X"p
(X"X) ' X Xk = (X'X) "' X"p
Tk = (X”X) ' X"p

A

k=X'p (6.11)

Sendo X' = (XTX)_1 X” a Pseudo-Inversa de Moore-Penrose!, que para n > 9, torna-
se matematicamente equivalente a aplica¢ao do LSE. O (") indica o carater estimado do

vetor K.

6.3 Resolvendo os Parametros Algebricamente

No intuito de simplificar a representagao da solucao algébrica dos parametros de ca-
libragao a partir das varidveis intermedidrias estimadas, os valores A/F, B/F, ... e J/F,

que sao as componentes de k podem ser reescritos de forma mais conveniente como:

o=—-A/F B =-B/F y=—-C/F
0=-D/F e=—-E/F x=-G/F (6.12)
iw=—H/F 1=—I/F K=—J/F

! Assim chamada por ter sido desenvolvida independentemente por Eliakim H. Moore e Roger Penrose.
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sendo o sinal negativo devido ao efeito de p.

Como para a maioria dos acelerometros e magnetometros MEMS triaxiais disponiveis
no mercado, o desvio de ortogonalidade é menor que um grau, pode-se utilizar da aproxi-
magao para pequenos angulos das fungoes trigonométricas (i.e. cos® ~ 1 e sinf ~ 6, para

0 < 5°).

Assim, minimiza-se o trabalho algébrico ao determinar os parametros de calibragao,
que sao trés fatores de escala, trés biases e trés angulos, a partir das varidveis interme-
didrias redefinidas na Eq. (6.12). Um desenvolvimento mais detalhado da resolugao dos
parametros pode ser encontrado no Apéndice A. A seguir, é exposta a solugao obtida:

. g2y —2Bu+48y — Ber+2y51 —yeu
Xo=—
0 —2B2—-2Bye+25y2 +2mer +8ad
u+4dop —2Bx — By +20el — ye
. Yut+dap -2y —pyi+ Yex (6.14)

(6.13)

== —2B2-2Bye+28v2+20er+8ud
; :_/321—ﬁw—4a61+2asu—ﬁsx+2y51 (6.15)
0 —2B2—-2Bye+26v*+2ae%+8ad '
L1 R N 2 o~
&= m\/K—om(z)—ﬁxoyo—}/xozo—5y(2)—8y0z0 + 22 (6.16)
h=_FC (6.17)

a=/28 (1 - 12) 5 - (6.18)

p=——"—""3x (6.19)
282 1—12)

a ﬁl35L+yA>

I (6.20)
282 (1- 32
R (6.21)

6.4 Computo da Pseudo-Inversa

A aplicacao direta dos resultados obtidos na Eq. (6.11) e nas Eqgs. (6.13)—(6.21) ape-
nas nao garante uma auto-calibragao confiavel, principalmente devido a colinearidade da
matriz X. A determinagao da Pseudo-Inversa de Moore-Penrose em si é uma operagao
bastante problemética, pois o produto X’ X apresenta uma caracteristica de amplificacio

do ruido presente em X. A aplicacdo direta da definicio X' = (XTX)_1 X" ¢ numerica-
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mente instavel, sendo muito comum erros na inversio de X’ X. Uma forma de contornar
estas dificuldades é através de decomposicao QR ou SVD de X, e entao sua aplicacao na
definicao de XT(RAO; MITRA, 1970-1971; SHINOZAKI; SIBUYA; TANABE, 1972).

A forma computacionalmente mais simples e precisa de se obter a pseudo-inversa de
Moore-Penrose é através da decomposicao SVD, pois se X = UDV* é a decomposicao por
valor singular de X, entdao X' = VD'U*, onde D é uma matriz diagonal n x 9, cuja pseudo-
inversa é bastante simplificada, U é uma matriz n X n cujas colunas sao autovetores de
XX* e V é uma matriz 9 x 9 cujas colunas sao autovetores de X*X. E desta maneira que

o MatLab calcula a pseudo-inversa, através do comando pinv.

6.5 Condicoes de Aplicabilidade e Confiabilidade

Fica claro pela Eq. (6.4) que o médulo da grandeza fisica utilizada como referéncia
age como um valor condicionante, que viabiliza o processo de auto-calibragao proposto.
A metodologia de auto-calibracao proposta utiliza o residuo entre o valor absoluto da
grandeza fisica modelado, e o valor que estd sendo medido pelo sensor. Este residuo é a

fonte de dados que possibilita o processo de calibragao.

Na metodologia de auto-calibragao, considera-se que o valor do residuo seja depen-
dente apenas dos erros nos parametros dos sensores, porém isto nem sempre € verdadeiro.
As medidas de campos gravitacionais e magnéticos terrestres, através de acelerometros
e magnetometros, respectivamente, podem sofrer perturbacoes de outras fontes que nao
erros de calibragao, sendo que informagoes obtidas nestas condigoes sao inutilizdveis no

procedimento de auto-calibracao, pois resultariam em erros imprevisiveis.

Para ilustrar melhor este fato, pode-se tomar por exemplo um acelerometro em um
sistema de atitude, onde esse estard medindo a gravidade terrestre. Porém, se o sistema de
atitude encontra-se sob movimento acelerado, o acelerometro ird observar uma aceleragao
resultante entre a gravidade e a aceleracao do sistema. Isto trard alteragoes no valor do
modulo da aceleragao medida, justamente o dado critico para o procedimento de auto-ca-
libracao. Uma situagao andloga ocorre para magnetometros na proximidade de materiais

ferromagnéticos, ou fontes de campos de inducao.

Isto faz necessaria uma filtragem dos dados a serem utilizados para a rotina de auto-
calibracao, a fim de evitar a utilizacao de dados onde essas perturbacoes estao presentes.
Uma forma simples de realizar esta filtragem é através do préprio médulo observado da

grandeza fisica, cuja diferenca entre valor observado e modelado, dentro de uma faixa de
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tolerancia, deve ser utilizada como critério para rejeicao de dados corrompidos. Os valores
de limiar da faixa de tolerancia podem ser determinados empiricamente, devendo apenas

serem compativeis com o nivel de ruido intrinseco ao sensor.

Como pode ser deduzido a partir da andlise da Eq. (6.9), a presenga de amostras cuja
componente i, seja muito pequena pode causar problemas de escalamento na matriz, uma
potencial fonte de erros numéricos, uma vez que os computos sao realizados em precisao
finita. Esta situacao é agravada ainda mais pelo fato de i, ser elevado ao quadrado,
diminuindo ainda mais o valor nos denominadores da Eq. (6.9), uma vez que ii, < 1. Em
uma situagao extrema onde i, seja nula, ird ocorrer erro por divisao por zero, causando
uma falha geral do processo de estimacao das variaveis intermediarias, e por conseguinte,

na auto-calibracao.

Uma ultima grande fonte de erros, ou mesmo falha geral, na aplicacao da metodologia
de auto-calibracao estd na escolha das amostras que constituirao a matriz X. Conforme
declarado neste Capitulo, o nimero de amostras utilizado, n, deve ser de pelo menos
nove, o que resultaria em uma matriz X quadrada, o que contornaria as dificuldades do
computo da pseudo-inversa. Porém, a utilizacao de mais que nove amostras faz com que a
pseudo-inversa seja analoga a uma estimagao de minimos quadrados, minimizando desta
forma, o efeito do ruido sobre os valores estimados. Um nimero de amostras de algumas
poucas dezenas traria uma melhoria no desempenho da estimacao, em termos do ruido
presente, sem aumentar significativamente o custo computacional do procedimento de

auto-calibracao.

Porém, de modo a evitar singularidades em XX, o conjunto de amostras utilizado
deve ser linearmente independente, ou seja, as amostras utilizadas no processo de auto-cali-
bracao devem ser, na esséncia das informagoes que elas trazem, diferentes umas das outras.
Uma forma bastante pratica de se observar esta independéncia linear entre as amostras,
é através do lugar geométrico de todas as amostras possiveis, que na pratica, pode ser
considerado como um elipsoide (mais precisamente, devido a corrupgao por ruido, o lugar
geométrico é a casca de espessura finita delineada pelo elipsoide, sendo esta espessura
determinada pela caracteristica de ruido das medidas). Este elipsoide possui seus semi-
eixos nao ortogonais, devidos aos desvios de ortogonalidade da triade, os comprimentos do
seus semi-eixos refletem os valores dos fatores de escala e seu desvio da origem representa

o bias da triade sensora.

Quanto maior o espalhamento das amostras sobre o elipsoide, maior a razao entre

nivel de informagao e nivel de ruido, obtendo assim, uma melhor estimagao das variaveis
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intermediarias. Este é um importante resultado, e sera discutido mais a fundo no Capitulo
seguinte, onde o erro direcional do sensor sera avaliado em funcao do ruido presente e o

espalhamento das amostras.

Deve ser notado que, a fim de que duas amostras geometricamente proximas sejam
uteis ao processo de auto-calibragao, a distancia angular entre elas deve ao menos ser
maior que a incerteza na diregao da amostra, devido a corrupgao por ruido. Porém,
como uma maior dispersao entre as amostras leva a uma melhor estimativa das variaveis
intermediarias, pode-se utilizar de um valor arbitrario para a diferenca minima entre as
amostras. Este valor deve levar em conta a dinamica do sistema em sua aplicacao final,
de forma que a escolha de um valor elevado para esta diferenca minima nao impossibilite

a realizacao da auto-calibracao em um sistema com comportamento mais estatico.

A distancia angular entre duas amostras pode ser dada por:

6;; = arccos (@) (6.22)
i uj|

Esta distancia deve satisfazer a seguinte restrigao:

Omin < 6jj, i#j (6.23)

Assim, a distancia angular entre qualquer par de amostras da colegao, indexadas por
i e j, deve satisfazer a condigao da Eq. (6.23). Desta forma, é garantida a viabilidade do
processo de auto-calibracao utilizando as amostras da dada colecao. Conforme afirmado
anteriormente, 6,,;, pode ser determinado arbitrariamente, porém levando em conta o
comportamento do sistema de atitude em seu ambiente de aplicacao e do nivel de ruido

do sensor.

Procedimentos para evitar todas as potenciais fontes de erro discutidas nesta Secao
foram implementados na metodologia de auto-calibracao proposta, com excelentes resul-
tados, como serd visto no préximo Capitulo. Todo este trabalho adicional, normalmente
ignorado em desenvolvimentos semelhantes na area de auto-calibracao, constituem uma

grande melhoria na robustez e aplicabilidade do método desenvolvido.
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7 Resultados

A metodologia de auto-calibragao proposta no Capitulo anterior foi implementada e
simulada utilizando o MatLab®. A fim de garantir um bom compromisso entre reducao
de sensibilidade ao ruido, porém sem aumentar exageradamente o tamanho da cole¢ao
de amostras a ser utilizada no processo de auto-calibracao, foi determinado empirica-
mente que um espago amostral com trinta amostras (n = 30) torna-se possivel obter bons

resultados, para uma carga computacional aceitavel.

A metodologia de implementacao do processo de auto-calibragao desenvolvido em uma

simulacao computacional através do MatLab® foi feita de seguinte forma:

1. A fim de gerar os dados a serem utilizados na simulagao, foi criada uma dispersao de
pontos sobre uma esfera unitaria. Estes pontos foram criados através de dispersoes
uniformes dos parametros de inclinagao e azimute das coordenadas esféricas. Apds
isto, os pontos criados foram corrompidos aplicando erros de calibracao e ruido
Gaussiano A47(0;1 x 10_6), gerando amostras que podem ser definidas pela Egs.
(6.1), (6.2) e (6.3).

2. Foram aplicados os filtros de dados definidos na Secao 6.5, de forma a descartar
amostras que possam causar erro no processo de auto-calibracao. Dentre as amostras
viaveis, trinta sao sorteadas para efetivamente fazerem parte do procedimento de

estimacao das variaveis intermediarias.

3. O computo da pseudo-inversa de Moore-Penrose foi feita utilizando o comando pinv,
desta forma, contornando as dificuldades numéricas desta operacao (conforme dis-

cutido na Secao 6.4).

4. Apés a estimagao das varidveis intermediarias (e, B, v, 0, €, x, U, 1 e K), aplica-se
as Eqgs. (6.13)—(6.21) de forma a encontrar os parametros de calibragao obtidos pelo

Processo.

Um ponto importante a ser notado é que, embora as variaveis intermedidrias estimadas

sejam 6timas sob o critério de minimos quadrados, nao ha nenhuma garantia que os
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parametros de calibracao resolvidos a partir delas sejam 6timos sob qualquer critério.
Porém, como ficard claro a seguir, os resultados obtidos sao bastante favoraveis ao analisar

o desempenho do método.

7.1 Erro nos Parametros de Calibracao

A principio, pode-se afirmar que o objetivo final de uma metodologia de auto-ca-
libragao, ou mesmo qualquer método genérico de calibragao, é minimizar os erros dos
parametros do modelo de medida. A Tab. 7.1 fornece dados comparativos entre o nivel
de erro presente, quando se utiliza valores nominais provenientes de datasheets e o nivel
de erro médio para os parametros calibrados utilizando a metodologia proposta neste
trabalho. Para esta analise, foi considerada uma grandeza fisica ficticia com mddulo
unitario e que o ruido presente era gaussiano, branco, aditivo, com desvio padrao de
o = 0,001. Esta situacao é uma boa aproximacao para os valores relativos de sinal e

ruido que ocorrem na pratica com acelerometros e magnetometros.

Tabela 7.1: Valores comuns de desvios dos parametros em triades de sensores, com e sem

calibracao.
Par@metros do Sensor Erro Tipico Erro apés Calibracgdo
Sensibilidade +5% VN¢ +1,5% VN
Bias +5% FE” +1% FE
Ortogonalidade +1° +0,2°

4 9% VN: porcentagem do valor nominal.

b % FE: porcentagem do valor de fundo de escala.

Observa-se que, mesmo para o pior caso, que é o erro na sensibilidade, o nivel de erro
neste parametro apds a auto-calibracao é de apenas 33% da incerteza do valor nominal.
A minimizacao destes desvios dos parametros dos sensores é de fundamental importancia
para garantir um processo de medidas confiavel, com minima amplitude de erros sistema-

ticos.

Uma analise mais atenta dos resultados apresentados pelas Figs. 7.1, 7.2 e 7.3 revelara
que o erro médio na estimacgao dos parametros de calibragao é pequeno, mas nao tao
proximo da nulidade, o que, idealmente, deveria ocorrer de fato. Isto se deve, em sua
maior parte, as sucessivas aplicagoes da aproximacao para pequenos angulos das fungoes
seno e cosseno nas equacgoes para a solucao dos parametros de calibragao a partir das

variaveis intermedidrias, mostradas em maior detalhe no Apéndice A.

A analise estatistica dos parametros estimados mostra que eles podem ser considerados
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Figura 7.1: Estimacao das sensibilidades.
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Figura 7.2: Estimacao dos bias.
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Figura 7.3: Estimacao dos desvios de ortogonalidade.

varidveis aleatorias gaussianas, com valores médios aproximadamente iguais aos valores
verdadeiros. Conforme fica bastante claro nas Figs. 7.1, 7.2 e 7.3, ha uma grande variagao
entre os valores de desvio padrao entre os parametros estimados. Isto se deve a construcao

assimétrica das equagoes de solugao dos parametros (Egs. (6.13)—(6.21)).

7.2 Erro na Direcao do Vetor Observado

O conhecimento de que a metodologia de auto-calibragao proporcionou a minimizagao
dos erros de medida causados por parametros descalibrados certamente é o resultado mais
desejado ao se aplicar qualquer metodologia para calibracao de sensores. Porém, para
que esta melhoria traga alguma informacao 1til para o sistema de atitude ela deve ser

quantificada de maneira conveniente.

Para um sistema de atitude, a informacao crucial extraida da grandeza fisica de refe-
réncia através dos sensores é a sua direcao. Pois é a partir deste dado que é determinada
ou estimada a atitude do sistema. Desta forma, para aplicacoes de atitude, uma forma
mais util e conveniente de expressar o desempenho da calibracao seria através da analise
do erro na direcao da grandeza fisica observada, para sistemas com e sem calibragao, e

determinar se houve melhoria significativa.

O trabalho publicado por Frosio, Pedersini e Borghese (2009) apresenta uma forma

simples de representar o erro na direcao do vetor observado. Esta abordagem sera utilizada
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aqui para quantificar o erro na direcao do vetor observado.

A orientacdo de um sensor no espaco pode ser dada por apenas dois angulos que
definem a inclinacao entre dois planos. Um destes planos é o plano ortogonal ao vetor
que representa a grandeza fisica de referéncia, o outro plano representa o plano sensor,
que é nao paralelo ao primeiro devido aos erros de calibragao. Esta analise é analoga ao

funcionamento de um inclinometro. A anilise da Fig. 7.4 facilita sua compreensao.

Figura 7.4: Erro na direcao do vetor observado.

Como o sensor deve ser insensivel a rotagoes sobre um eixo paralelo a grandeza fisica

que estda medindo, os angulos definidos na Fig. 7.4 podem ser dados por:

v = arcsin iy, U = arcsin iy (7.1)

Onde v e v sao angulos ortogonais entre si, que definem a inclinagao entre o plano

normal a grandeza fisica de referéncia e o plano normal ao vetor observado.

Embora a Eq. (7.1) possua interpretagao direta a partir da Fig. 7.4, ela possui a
desvantagem da representacao dos angulos de erro de uma forma dependente dos préprios
angulos de erro. Para contornar esta dificuldade, de forma a representar os angulos de

erro na direcao do vetor de forma mais simples e 1til, os angulos v e v podem ser dados
da seguinte forma (FROSIO; PEDERSINI; BORGHESE, 2009):

Ty ﬂy
vV =arctan | ———— D = arctan

, N (7.2)
~ - )
NRRT iz + a2

Com a aplicagao desta forma de representacao do erro na direcao do vetor observado

em dados simulados para medidas, com e sem calibracao, foi possivel obter as informacoes

de erro médio do versor e a sua variancia (uma vez que u e @ sao considerados normaliza-
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dos), que sao informagoes pivotais na determinagao do erro do sistema de atitude. A Fig.

7.5 ilustra muito claramente a melhoria que se pode esperar do erro na direcao do vetor

observado.
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Figura 7.5: Amplitude do erro na dire¢gao do vetor observado.

A analise do resultado apresentado na Fig. 7.5 mostra que, para um sensor calibrado,
o erro médio em sua direcao pode ser considerado como nulo, e a variancia do versor
¢ bastante diminuida. O resultado para sistemas nao calibrados mostra como o uso de
sensores sem auto-calibracao pode ter uma influéncia negativa na informacao de atitude,

pois nao hé sequer um erro médio bem definido e a variancia do versor é maior que 5%.

Um resultado interessante, e com potencial aplicacao no projeto ou refino de meto-
dologias de auto-calibracao, ou mesmo calibragao, para sistemas de atitude, é a relagao
entre o erro angular total na direcdo do vetor observado, dado por vAvZ+Av2, o nivel
de ruido do sensor, dado por oy e o desvio padrao do espalhamento angular das amos-
tras utilizadas na calibragao sobre seu lugar geométrico, dado por Opago. Esta relagao é
ilustrada pelo grafico na Fig. 7.6.

Observa-se que mesmo para niveis de ruido mais elevados, se for garantido um bom
espalhamento entre as amostras (> 45°), o erro total na diregao do vetor observado ainda
é menor que 0,25°. Para a regido tipica de ruido (0,5 x 1073 < op <1,5x 1073), caso seja
um bom espalhamento das amostras, a metodologia de auto-calibracao proporciona erros

totais na direcao do vetor observado menores que 0,2°.
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Figura 7.6: Relagao entre erro na diregao observada, nivel de ruido e espalhamento das
amostras.

O resultado apresentado na Fig. 7.6 possui grande importancia pratica, pois através
dele é possivel determinar uma figura de mérito para o desempenho da calibracao em
uma conhecida condigao de ruido, bem como um conhecimento minimo da dinamica do
sistema de atitude quando em uso, ou seja, quanto e como ele vai girar, de forma a
poder ser determinado um espalhamento amostral tipico. Assim, serd possivel saber de
maneira quantitativa, a vantagem que um sistema auto-calibrado tera sobre um sistema

sem calibracao.

7.3 Erro na Atitude

Derivar uma expressao para o erro na informacao de atitude, devido a um erro médio
na direcao do vetor observado é um problema bastante complexo, uma vez que dependera
da forma com que o erro na diregao é definido, da forma escolhida para representacao de

atitude e do algoritmo de atitude utilizado.

Nesta secao serd avaliado a influéncia da auto-calibracao na atitude obtida através

do algoritmo QUEST. O QUEST foi o algoritmo de escolha para esta analise por ser um
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algoritmo computacionalmente simples de implementar, em concordancia com a filosofia
de minimizacao da carga computacional que é um dos objetivos gerais deste trabalho.
A escolha do QUEST, em detrimento de outros algoritmos ainda mais simples, como o
TRIAD, é devido ao fato da utilizagdo QUEST resultar em um melhor desempenho para
o caso de sensores com niveis de ruido semelhantes (i.e. desvios padrao da mesma ordem

de grandeza).

Para os fins desta anélise de erro no quatérnion de atitude estimado através do QUEST
foi utilizado um conjunto de 200 dados gerados computacionalmente, a fim de obter 100
quatérnions de atitude utilizando o algoritmo QUEST para duas referéncias de atitude.
Os dados gerados sao considerados verdadeiros (u), sem erros de calibragao, apenas cor-
rompidos por ruido. Estes dados foram entao corrompidos por erros tipicos de calibracao,
gerando um conjunto de dados descalibrados (i), que sao corrigidos, através dos parame-
tros de calibragao estimados pela metodologia proposta neste trabalho, gerando assim um
terceiro conjunto de dados (@) que, idealmente, devem se aproximar numericamente dos
dados verdadeiros. Para estes trés conjuntos de dados, o ruido presente foi considerado

aditivo, branco e gaussiano, com média nula e 62 =1 x 1079.

Definidos estes conjuntos de dados, eles alimentaram o algoritmo QUEST, gerando
trés conjuntos de quatérnions de rotacao, um conjunto verdadeiro ¢;, um descalibrado g,
e outro calibrado, ou corrigido, .. A partir destes, é possivel obter os quatérnions de
erro dos quatérnions descalibrados e corrigidos em relagao aos quatérnions verdadeiros da

seguinte maneiral:

4" =4®4; 4" =q4®4q; (7.3)
werr

sendo g5

(i.e. calibrado).

serr

representa o quatérnion de erro descalibrado e ¢&" o quatérnion de erro corrigido

Infelizmente o quatérnion nao apresenta uma interpretacao fisica clara, o que torna
a comparacao direta dos quatérnions de erro pouco informativa a respeito da melhoria
da atitude obtida. Para contornar este problema, apenas para fins ilustrativos da mini-
mizacao do erro de atitude, foi utilizada a seguinte abordagem: a componente escalar de
um quatérnion (g4) de rotacdo pode ser definida como o cosseno da metade do angulo de
rotacao (Eq. (3.8)), assim, o dobro do arco-cosseno de g4 nos fornece o angulo de rota-
¢ao. Para o caso especifico de um quatérnion de erro, este angulo pode ser definido como

angulo de erro de rotagao, ou atitude. Deve ser lembrado que esta abordagem ignora a

IEste tipo de andlise deixa clara a flexibilidade e a praticidade de uma anlise de desempenho a partir
de dados simulados, uma vez que na pratica, nao ha valor verdadeiro para ser comparado, mas sempre
uma medida corrompida, em maior ou menor escala, do mesmo.
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importante informacao contida na parte vetorial do quatérnion, que é a direcao da rota-
¢ao, porém seu uso justifica-se por sua extrema simplicidade e pelo fato da gravidade do

erro de rotagao ser independente da sua direcao.

O grafico apresentado na Fig. 7.7 ilustra a discrepante diferenca entre o erro angular
do quatérnion de atitude para sistemas com e sem calibracao. Analisando este mesmo
grafico, foi possivel observar que, para sistemas descalibrados (i.e. utilizando os valores
tipicos dos parametros do sensor), o erro médio de atitude é de quase 15 graus. O erro
angular do quatérnion para um sistema calibrado, resultou da ordem de 0,06 graus (=3,6
minutos de arco). Ou seja, foi observada uma melhoria de, em média, 240 vezes na

acuracia da informacao de atitude.
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Figura 7.7: Angulo de rotacio do quatérnion de erro.
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8 Conclusao

Os resultados apresentados revelam a eficacia de metodologia de auto-calibracao de-
senvolvida. Embora o processamento adicional necessario para implementar os filtros
de amostras definidos na Secao 6.5, mais a estimacao de minimos quadrados das nove
variaveis intermedidrias com trinta amostras e a solucao algébrica dos parametros de cali-
bragao possa ser considerado, no minimo, significativo, é possivel concluir que um sistema

de atitude descalibrado pode ter sua utilidade demasiadamente diminuida.

Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos através de simulagoes com-
putacionais utilizando o software MatLab®, as simulacoes levaram em conta uma mo-
delagem realista dos sensores. Uma implementacao diretamente em hardware ird diferir
pela cautela necessaria no computo da pseudo-inversa, como discutido na Secao 6.4. Este
¢ o ponto onde a simulacao mais difere do que pode vir a ser implementado na pratica,
uma vez que o comando macro do MatLab® pinv j& contorna os problemas no célculo
da pseudo-inversa, algo que devera ser implementado em um nivel de programacao mais

baixo no sistema fisico.

Foi mostrado como a descalibracao de uma triade de sensores pode interferir na de-
terminacao da direcao do vetor que representa a grandeza fisica de referéncia, introduzido
um erro médio nao nulo na direcao observada. Isto consiste de um erro sistematico no
processo de determinacao, ou estimacao, de atitude que deve ser evitado a todo custo,

pois prejudica a acurdcia da informacao de atitude obtida.

Este prejuizo a acuracia da atitude obtida pode foi ilustrado de maneira mais direta
através dos resultados apresentados na Secao 7.3, em particular na Fig. 7.7, onde sao
comparados os angulos de rotagao dos quatérnions de erro de atitudes obtidas, em sistemas

com e sem calibracao, através do algoritmo QUEST.

Um efeito secundédrio do processo de calibracao foi a minimizagao da variancia na
direcao do vetor observado. Isto significa uma menor variancia do versor utilizado nos
algoritmos de atitude, causando uma menor covariancia da atitude obtida. Maiores de-

senvolvimentos na quantificacao desta melhoria na precisao da informacao de atitude nao
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foram abordados por ser uma caracteristica altamente dependente do algoritmo de atitude

utilizado e da propria atitude, fugindo desta forma, do escopo deste trabalho.

Um dos pontos mais importantes desenvolvido neste trabalho, a parte da metodologia
de auto-calibragao em si, foi a determinacao de uma medida de desempenho para sistemas
de atitude auto-calibrados, apresentada na Fig. 7.6. Nesta figura, fica clara a caracteris-
tica hiperbdlica entre o erro angular total na direcao do vetor observado e a razao entre
espalhamento geométrico das amostras e nivel de ruido caracteristico. Este resultado
permite prever, para este método de auto-calibracao, a eficiencia da propria rotina de
auto-calibracao e em quanto ela pode refinar a informacao de atitude, sabendo apenas
a caracteristica de ruido dos sensores utilizados e conhecendo a dinamica do sistema de

atitude no seu ambiente de aplicagao.

Um ponto bastante nebuloso em trabalhos académicos na area de calibracao refere-se
as condigoes de obtencao dos dados para se realizar os testes computacionais da metodo-
logia desenvolvida. A experiéncia mostrou que a aplicagao indiscriminada da metodologia
de auto-calibracao, utilizando amostras escolhidas sob nenhum critério, geralmente leva
a estimacao de parametros de calibragao com maior erro que o uso de valores tipicos de

datasheet, nao sendo rara uma falha geral no processo de auto-calibracao.

Por esta razao o processo de filtragem de amostras viaveis a auto-calibracao, definidos
na Secao 6.5, por si s6, também é um resultado importante. Sua utilizacao garante um
melhor desempenho e uma maior robustez no processo de estimacao das varidveis inter-
mediarias. Sem a aplicagao de cautelas similares, foi observado que qualquer metodologia

de auto-calibracao proposta possui pouca ou nenhuma utilidade pratica real.

Por fim, foi realizado o desenvolvimento completo de uma metodologia de auto-cali-
bracao para triades de sensores, especificamente acelerometros e magnetometros MEMS
triaxiais, em aplicagoes de atitude. O desenvolvimento da metodologia teve por base as ca-
racteristicas fisicas das referéncias de atitude utilizadas, que foram o campo gravitacional
terrestre e o campo geomagnético, os quais possuem modelos bastante precisos aplicaveis
em toda a superficie terrestre e baixas altitudes. Foi tomado um cuidado especial nas
condicoes de aplicabilidade do método, com medidas para corrigir ou contornar todas as

fontes de falhas identificaveis, tornando o método desenvolvido bastante confidvel.
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APENDICE A -- Equacées Expandidas

O desenvolvimento completo das equacoes no Cap. 6 é bastante extenso, e nao traz
nenhuma informagao essencial a continuidade da leitura do texto. Por esta razao, no
intuito de produzir uma documentacao mais completa da metodologia desenvolvida, e por
sua utilidade como referéncia para uma eventual verificacao dos resultados obtidos, este
Apéndice contém o desenvolvimento passo a passo das equacoes do modelo de calibracgao.
Especificamente, este Apéndice expoe as formas expandidas das Eqs. (6.8) e (6.9), bem

como o desenvolvimento necessario para obter as Egs. (6.13)—(6.21).

A.1 Forma Expandida da Eq. (6.8)

A Eq. (6.8) sera repetida aqui para uma melhor referéncia:
Al + Bilxily + Cilyil, + Dily + Eilyii, + Fil, + Gity + Hily + Iit, +J =0 (A1)
sendo as variaveis intermediarias A—J podem ser escritas como:

A cos? p cos? ¢ cos A + sin® p cos? ¢ cos? A + cos? p sin® ¢ cos? A

a?cos? p cos? ¢ cos? A (A2)
+sin® p cos? ¢ sin> A — 2cos p sin p cos ¢ sin @ cos A sin A '
a?cos? p cos? ¢ cosz A
_ 2(cospsin¢sinA —sinpcos @)

B= abcos? p cos ¢ cos? A (4.3)

_ 2(sinpcos¢sinA —cospsingcosA)
€= accos p cos? ¢ cos? A (4.4)

1

(A.5)

~ b2cos?pcosiA
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B 2sinA
bccos p cos ¢ cos2 A

1
c2cos? ¢ cos? A

2bcxg (0052 pcos> ¢ +2cospsinpcosPsingcosAsini ...
G—
a*bccos? p cos? ¢ cos? A
...—cos? ¢ —cos® pcos? )
a*bccos? p cos? ¢ cosz A

+2acyo (sinp cos? ¢ — cos p cos ¢ sin ¢ cos A sinA)

a’bccos? p cos? ¢ cos? A
+2abzg (cos? psing cos A —cos psinp cosPsin A )

a’bccos? p cos? ¢ cos? A

_ 2(bcxg (sinp cos ¢ —cospsing cosAsinAd) —acygcos ¢ +abzgcospsind )

H=
ab?ccos? p cos ¢ cos A

2 (bexg (cospsin@ cosA —sinp cos @ sind ) + acygcos ¢ sin A — abzpcosp)

I =
abc? cos p cos? ¢ cos? A

b>c*xd (0032 pcos’A —2cospsinpcos@singcosAsinA ...
N a*b?c?cos? p cos? ¢ cos2 A
...—cos?pcos? ¢ —i—cosng)
a2h22cos? pcos? pcosiA

+2abc?xgyo (cospcos@sing cosAsinA —sinp cos’ ¢)
a’b?c? cos? p cos? ¢ cos? A

+2ab?cxozo (cosp sinp cos ¢ sinA — cos” psin¢ cos A )
h ab?c2cos? p cos? ¢ cos? A
+a202y(2) cos? ¢ — 2a’bcyozocos p cos ¢ sin A
h a*b?c2 cos? p cos? ¢ cos2 A o
+a*b*z3 cos’ p — lu|* a?b%c2 cos? p cos? ¢ cos? A
h a’b?c? cos? p cos? ¢ cos? A

(A.6)

(A7)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

Observa-se que as Eqs. (A.2)—(A.11) possuem o mesmo denominador. Esta é uma

situagao proposital, pois este fato minimizard o trabalho algébrico da Eq. (A.12), na
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proxima Segao.

A.2 Forma Expandida e Simplificada da Eq. (6.9)

Redefinindo as variaveis intermedidrias como indicado na Eq. (6.12), pode-se reescre-

ver a Eq. (6.9) da seguinte forma:

) ~ ~ ~ ~ ~2 ~ o~ ~ ~ ~

iy lix iy Uxil, Uy lyll, . iy i, 1
o= 0= +¢ S +US+15F+Kk— =1 A2
TP trg Topteg gt tig iy (A.12)

Onde a, B, 7, 0, €, X, U, 1 e K podem ser definidos, apds simplificacoes algébricas e

trigonométricas, como:

c? (cos? pcos® ¢ +2cos p sinp cos P sin ¢ cos A sin A — cos® p cos? A — cos? ) (A13)

o=
a’cos?p

2¢* (sinp cos? ¢ —cosp cos ¢ sing cos A sin )
abcos? p

B = (A.14)

y— 2¢(cospsing cosA —sinpcosdsini) (A.15)
acosp

c2cos? ¢

d=——F5—5—
b%cos?p

(A.16)

_ 2ccos¢sinA

hoos (A.17)

2bc?xg (cos2 ¢ +cos?pcos> A —cos?pcos’ (...

B a’bcos?p
...—2cospsinpcos@singcosAsinl)
a’bcos?p

+2ac?yg (cospcos@sing cosAsinA —sinp cos? )
o a’bcos?p

+2abczg (cosp sinp cos ¢ sin A — cos” psing cos A )
o a’bcos?p

(A.18)
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2bc?xg (cos p cos ¢ sing cos A sinA —sinp cos? @)
H= ab?cos?p (A19)
+2ac?ygcos? ¢ — 2abezgcos p cos @ sin A
o ab?cos? p
_ 2 (bexg (sinp cos@sind — cospsing cosA) —acygcos ¢ sind +abzgcosp) (A.20)
abcosp
b2} (cos2 pcos? ¢ +2cospsinpcosPsingcosAsini ...
K= a’b?cos? p
...—cos?pcos? A — cos® ¢)
a*b?cos?p o
o +2abc?xgyo (sinp cos? ¢ — cos p cos ¢ sin ¢ cos A sinl) . (A.21)
a*b?cos? p '

+2ab’cxozo (cos2 psingcosA —cospsinpcos@sini) — ac?y}cos? ¢
a’b?cos? p
2b2

+2a”bcygzocos p cos P sind —a

Z3cos? p + lu|* a?b%c2 cos? p cos? ¢ cos? A

a’b?cos?p

A.3 Parametros de Calibracao

Considerando que os desvios de ortogonalidade da triade p, ¢ e A sdo pequenos (i.e.

cosp ~ 1 esinp =~ p, tendo ¢ e A comportamento andlogo), é possivel reescrever as Eqs.

(A.13)—(A.21) utilizando esta aproximacao, obtendo:

oy C 292 —1)

(12
23 (p—9¢A)
= ab
—pA
y_20(¢a pA)
02

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
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£=— (A.26)

2 (bc?xo (1 —2p @A) +ac’y (94 — p) + abczo (pA — @)

= A2
x A (A.27)
2 (bc?xg (94 — p) + ac?yy — abezoh
= (be*x0 (94 — p) el ) (A.28)
ab
L 2 (bexg (PA — @) — acyoA + abzp) (A.29)
ab
. b2cEg (2p9A — 1) + 2abc2x0yg(g) — Q) +2ab*cxozo (¢ — pA) N
222 2 22(12[7 2 2,22 (A.30)
 —acryy+2a"beyozod —a“bzp + u|"ah e
a’b?

Verifica-se que as Eqs. (A.22)-(A.30) sdo muito mais simples que as Egs. (A.13)-
(A.21) , minimizando o trabalho algébrico necessario para resolver os parametros de cali-

bragéo a, b, ¢, xo, Yo, 20, P, ¢7 elda partir de o, B’ Y 6a & X, 1, 1, e K.

As Egs. (6.13)—(6.21) podem ser obtidas a partir das Egs. (A.22)—(A.30) através de um
trabalhoso procedimento algébrico, cuja solucao é nao-trivial devido a nao-linearidade das
equacoes'. Segue uma breve explicacao dos passos utilizados para a solucdo do sistema:
primeiramente deve ser identificado que é possivel resolver A a partir das Eqgs. (A.25) e
(A.26); um sistema linear 3 x 3 pode ser obtido a partir das Eqs. (A.27), (A.28) e (A.29),
substituindo os angulos em parénteses em suas expressoes dadas nas Eqgs. (A.22), (A.23) e
(A.24), da solugao deste sistema, encontram-se os valores de bias; tendo os valores de bias,
é possivel resolver a Eq. (A.30) e encontrar ¢, do qual a aplicagao da Eq. (A.25) fornece
a solugao de b; por fim as Eqs. (A.22), (A.23) e (A.24) forma um sistema nao-linear para

a, p e ¢, sendo resolvido por substituicao.

1O autor gostaria de deixar claro que a solucio deste sistema de equacdes nio-lineares também é
creditada ao Prof. Francisco Granziera Jr., que trabalhou em conjunto com o autor no inicio deste
trabalho.



ANEXO A - Intensidade do Campo
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