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Introducao

Caracteristicas

* Método iterativo (computacional) para determinar autovalores
de matrizes genéricas.
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e
Definicoes

Matriz Unitaria

Uma matriz quadrada Q € C™" ¢ unitaria se

Q' =Q",
isto é,se Q*Q = /,.

b !:'a':‘l
"' UEL 2011 =

(]

-
e o 3
30f18

o

(i

= ANOS -
L] '," " b

Y r A
NS

-
LETEES

\
iy




Definicoes

Matriz Unitaria
Uma matriz quadrada Q € C™" ¢ unitaria se

Q' =Q",

isto é,se Q*Q = /,.

Matrizes Unitariamente Semelhantes

Uma matriz A € C"*" é dita unitariamente semelhante a uma 11
matriz B se existe uma matriz unitaria Q tal que =

B—Q'AQ L ‘ﬁ)

e escrevemos A ~ B.
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Fatoracao

Fatoracao de Shur

Toda matriz quadrada A possui uma fatoragdo de Shur, isto é,
existe uma matriz unitaria Q tal que

A= QTQ"

e T é triangular superior.
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Fatoracao

Fatoracao de Shur

Toda matriz quadrada A possui uma fatoragéo de Shur, isto é
existe uma matriz unitaria Q tal que

A=QTQ"
e T é triangular superior

Fatoracao:QR
Seja Amxn, €ntao A pode ser fatorada como

. )
UEL201 ‘%

A QR, “ ) E'
sendo Qmxn unitaria e Ry« triangular superior mverswel
40f 18

ANOS m
“’!‘.”run'"

’ '
', ]
el Py LA
(TR dedacyy

‘l




..
Fatoracao

Fatoracao de Shur

Toda matriz quadrada A possui uma fatoragéo de Shur, isto é
existe uma matriz unitaria Q tal que

A=QTQ"
e T é triangular superior

Fatoracao:QR
Seja Amxn, €ntao A pode ser fatorada como

. )
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A QR, “ ) E'
sendo Qmxn unitaria e Ry« triangular superior mverswel
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-
Exemplo (Fatoracdo QR)
Seja
8,75 -0,11 0.70 0,10
0,55 5,99 —-1,407 -2,30
-2,08 -0,05 4,05 3,95
1,02 -0,05 —1,41 1,21
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-
Exemplo (Fatoracao QR)
Seja
8,75 -0,11 0.70 0,10
0,55 5,99 —-1,407 -2,30
-2,08 -0,05 4,05 3,95
1,02 -0,05 —1,41 1,21

ik

Sua fatoracdo QR é

—-0.19 —-098 -0.04 0.02 0 —295 0.94
0 0 —2.69
0 0 0 -

0.70 -0.10 -0.66 0.23

_059 014 —074 028 205 _049 478
—034 009 -006 093
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O Método QR

Descricao do Algoritmo

Seja Ay = A.
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O Método QR

Descricao do Algoritmo

Seja Ay = A.

Fatoracdo QR: Ay = Q1 R;.
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O Método QR

Descricao do Algoritmo
Seja Ay = A.

Fatoracdo QR: Ay = Q1 R;.
Seja A2 = R1 01 :
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O Método QR

Descricao do Algoritmo

Seja Ay = A. Fatoracdo QR: Ay = Qi R;
Seja Ao = R4 Q. Fatoracdo QR: A = xR,
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O Método QR

Descricao do Algoritmo

Seja Ay = A. Fatoracdo QR: Ay = Q1 R;.
Seja Ao = R Q. Fatoracdo QR: A> = QuRs.

Note que A> ~ Aq, pois

Ao= R & QiAo = QiR1Qy = A1Qr.  LeL 2011 "«'_'_*,,
Logo, ‘ ) ¥
A = QTAQ1 e As ~ Ay. ‘ ::
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O Método QR

Descricao do Algoritmo

Seja A3 = RQs.
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O Método QR

Descricao do Algoritmo

Seja As = RoQo. Fatoracdo QR: A; = (3Rs.
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O Método QR

Descricao do Algoritmo

Seja Az = RoQ». Fatoracao QR: A3 = (3R3.
Analogamente, tem-se Az ~ A, e

Az = QA Q = GQTAQI Qo = (Q1 Q)" AQ; Qu.
De modo geral, para k > 1,

calcula-se Ax = QxRx e define-se Ax. 1 =
Além disso, prova-se que A, ~ A, Vk > 1, ou seja,

Ac = Q1 AQi_1.
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O Método QR

Déscricao do Algoritmo

Em sintese, temos

BB G—QAQ - QAQ,
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O Método QR

Déscricao do Algoritmo

Em sintese, temos

A= RiQy = QA1 Qy = QFAQy,

As =Ro@ = QA Q = Q5Q;AQ1 Qo = (Q1 Q)*A(Q1 Qo)
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O Método QR

Déscricao do Algoritmo

Em sintese, temos
A = RiQ) = QA1 Q1 = QTAQy,
Az =Ro@ = QA Qo = Q5QFAQI Qo = (Q1 ) A(Q1 Qp),

As = RyQ3 = Q34305 = Q305 Q1 A0; Q2 Qs = (01 %20:)" A(Q1 %2 o).
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-
O Método QR

Déscricao do Algoritmo

Em sintese, temos

Ay = R1Q = QiA1Q = QT AQy,

Az =RoQ = QA Qs = Q5QTAQ1 Qo = (Q1 Q)" A(Q1 Qo),

Ay = R3Q3 = Q3A3Q5 = Qs Q7AQ; Q2 Qs = (Q1 Q2 Q3)" A(Qy QQQS)
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Exemplo

Seja

875 —0.11 —0.70 0.10
A_| 085 599 —1.70 —230
~ | —208 —005 405 395 |’

1.02 -0.05 —-141 1.21

.......

cujos autovalores sao A\ =4, > =3, \3 =2¢€ \y = 1_._- ‘) ‘
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O Método QR

Definamos

8.75 -0.11 -0.70 0.10
055 599 -1.70 —-2.30
-2.08 -0.05 405 395
1.02 -0.05 —-1.41 1.21
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O Método QR

Aplicando a fatoracao QR em Ay, obtemos
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O Método QR

Aplicando a fatoragao QR em A;, obtemos

—059 014 —074 -0.28 295 -049 478  3.08
A | —019 —098 —004 o002 0 -295 094 1.89
1 S 0 T e e 0.23 0 0 -269 —261
~034 009 -006 0.93 0 0 0 1.03
Qy R
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O Método QR
Aplicando a fatoragao QR em A;, obtemos
—0.59 0.14 —0.74 -0.28 —2.95 -0.49 4.78 3.08
A —0.19 -098 -0.04 0.2 0 -295 094 1.89
1 0.70 —0.10 -0.66 0.23 0 0 —2.69 -2.61
~0.34 009 -006 0.93 0 0 0 1.03
Q R
Definamos A> = R{ @y,
415 -0.13 —-1.12 477 UEL 2011 =
0.56 2.97
Ay =

L)

e

'
PPTILLY

ALY

LEN

-0.61 1.92
-099 004 193 -3.05 |- * )
-035 009 -0.06 0.96 >
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O Método QR

Aplicando a fatoracao QR em A,, obtemos
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O Método QR

Aplicando a fatoragao QR em A,, obtemos
096 0.12

—0.22 0.11 —432 —024 160 —5.46
2 —0.13 —0.99 0.00 —0.03 0 —29 041 —1.26
2 0.23 —0.03 -097 0.08 0 0 -162 1.99
0.08  —0.04 0.11 0.99 0 0 0 1.16
Q Ao
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O Método QR
Aplicando a fatoragao QR em A,, obtemos
-09% 012 -022 0.1 —-432 -024 160 —546
A -0.13 -099 0.00 -003 | 0 —296 041 —1.26
2 023 —-003 -0.97 0.08 0 0 —-1.62 1.99
0.08 —-0.04 0.11 0.99 0 0 0 1.16
Q@ Ry
Definamos Az = RoQ»,
410 014 —1.17 —573 UEL 2011 2%,
A_ | 087 297 053 -1.13 | ~ o B
*7 | -021 —002 179 184 [ *
0.09 -0.04 012 114 ) - ¥
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O Método QR

Aplicando a fatoracao QR em Az, obtemos
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O Método QR

Aplicando a fatoracao QR em Az, obtemos

—0.99 0.09 —0.05 -0.03 —4.12 -0.13 1.30 5.87
A S 09 TR 00 0.0 0.01 . 0 —2.97 0.43 0.63
3. 0.05 0.00 —-1.00 -0.08 0 0 —-1.73 —-1.64
—~0.02 0.02 —0.08 1.00 0 0 0 1.14
Qs Ry
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O Método QR
Aplicando a fatoracao QR em Az, obtemos
—-099 009 -0.05 -0.03 -412 -0.13 1.30 5.87
A = —-0.09 -1.00 -0.01 0.01 . 0 —297 043 0.63
3 = 0.05 0.00 -—-1.00 -0.08 0 0 —-1.73 —-1.64
—-0.02 0.02 -—-0.08 1.00 0 0 0 1.14
Qs R
Definamos A; = Rz Qs, M,
UEL 2011 ‘:J_',,
404 -015 -159 585 ‘ )
028 297 -045 0.56 3
As=| 005 003 186 148 | A%
-0.03 0.02 -0.10 1.13 ,‘ANOSJ‘,.»' ]
130f 18 s




O Método QR

Finalmente,“para a alegria do seu coragao”,
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-
O Método QR

Finalmente,“para a alegria do seu coracao”,

400 -028 —-2.36 5.60
0.00 3.00 0.12 -0.89
0.00 000 200 -1.29
0.00 0.00 0.00 1.00
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Convergéncia do Método QR

Suponha que A € uma matriz inversivel tal que todos seus
autovalores séao distintos e ndo-nulos, ou seja, existe uma matriz
P tal que

A= PAP~', com A = diag(\, M2, ..., A\n),

M| > [A2| > -+ > |Ap| > 0.

Suponha que a matriz P~' tem a fatoragdo LU. Entao a
sequéncia de matrizes (Ax)x>1 € tal que

b,
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lim (Ak)i= A, 1 <i<n,
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Conclusao

¢ De fato, o método QR é muito eficiente para determinar
autovalores de matrizes genéricas;

« E baseado na fatoragdo QR e busca a fatoragdo de Shur;

» Facil de implementar e possui convergéncia rapida (satisfeitas

as hipoteses).
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