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Resumo

Exploramos o formalismo do Espaco de Fase Covariante desde uma perspectiva local. Sob
esta abordagem, propomos um hamiltoniano local para solu¢cdes de vacuo das equacdes
de Einstein que possuem a estrutura Kerr-Schild. Quando calculamos as cargas locais
associadas a este hamiltoniano para o buraco negro Kerr-AdS,, os nossos resultados
coincidem com os obtidos por outros métodos. Além disso, a nossa pro- posta oferece
uma nova forma de interpretar as quantidades conservadas associadas a estas solucdes
de buracos negros. Utilizando este hamiltoniano, mostraremos que uma termodinamica

satisfatdria pode ser estabelecida para o caso do buraco negro Kerr-AdS,.

Palavras-chave: Hamiltoniano local. Kerr-Schild. Formalismo do Espaco de Fase
Covariante. Buraco negro Kerr-AdS,. Termodinamica.
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application to Black Hole Thermodynamics. 2024. 89p. Senior Thesis (Ph.D in
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Abstract

We explore the Covariant Phase Space formalism from a local perspective. Under this
approach, we propose a local hamiltonian for vacuum solutions of the Einstein equations
that have the Kerr-Schild structure. When we calculate the local charges associated to
this hamiltonian for the Kerr-AdS, black hole, our results coincide with those obtained
by other methods. Furthermore, our proposal offers a new way to interpret the
conserved quantities associated with these black hole solutions. Using this hamiltonian,
we will show that a satisfactory thermodynamics can be established for the case of the
Kerr-AdS, black hole.

Keywords: Local hamiltonian. Kerr-Schild. Covariant Phase Space formalism. Kerr- AdS,
black hole. Thermodynamics.
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1 Introducao

Quando temos qualquer sistema fisico, talvez um dos conceitos mais sutis a
definir seja o conceito de energia e/ou quantidades conservadas associadas a esse sis-
tema. Da mecanica classica sabemos que para sistemas fisicos com graus de liberdade
finitos, por exemplo, particulas, onde a dinamica é governada por um lagrangiano, a
energia é simplesmente dada pelo hamiltoniano, que é construido puramente a partir do
lagrangiano por meio de uma transformacdo de Legendre (se ndo houver vinculos).
Nestes sistemas, as quantidades conservadas sao definidas como aquelas quantidades
que comutam com o hamiltoniano sob os parenteses de Poisson. Essa mesma definicao
de quantidade conservada é levada para a mecanica quantica via quantizagdo canoénica,
substituindo o parenteses de Poisson pelo comutador de operadores lineares.

Por outro lado, quando lidamos com sistemas com infinitos graus de liberdade,
por exemplo, teorias de campos, a questao torna-se um pouco mais complicada, e ja nao é
tdo trivial definir um hamiltoniano para este tipo de teorias. Neste caso, o hamiltoniano é
definido como um funcional sobre os campos, cujo dominio é determinado por condi¢cdes
de contorno impostas na fronteira do espago tempo. Chamamos esta abordagem de
hamiltoniano nao local.

Existem diferentes maneiras de definir um hamiltoniano nas teorias de campos.
No caso de teorias de campo com fundo métrico fixo, geralmente é possivel estabelecer
condicdes assintoticas nos campos, de modo que o hamiltoniano possa ser construido a
partir da componente temporal do tensor energia-momento [1]. Um exemplo comum
dessas teorias € o eletromagnetismo. Ja para o caso de teorias onde a métrica passa a ser
uma entidade dinamica, a questdo torna-se mais dificil, uma vez que ndo temos um
“fundo” com respeito ao qual possamos “medir” as grandezas fisicas. Além disso, até hoje
nao foi possivel construir um tensor energia-momento para o campo gravitacional. Todos
os candidatos propostos até agora sao dados a partir de pseudo-tensores [1]. Isto
significa que nao podemos associar genuinamente uma densidade de energia ao campo
gravitacional a partir de um tensor de energia-momento [2]. Costuma-se dizer que a
energia gravitacional ndo pode ser “localizada” [2, 3]. Historicamente, por estas e outras
razdes, tem sido dificil ter uma defini¢do satisfatoria do conceito de energia e, em geral,
de quantidades conservadas na Relatividade Geral (RG).

No contexto da RG, quase todas as definicoes de energia gravitacional encon-
tradas na literatura podem ser classificadas em dois grandes grupos: candnicas e ndo
canonicas. Estas ultimas ndo necessitam da existéncia do lagrangiano da RG para serem
definidas. Dentro das defini¢des ndo canonicas, podem ser destacadas aquelas baseadas
em espinores [4, 5, 6, 7]. Nessas definicdes (espinores), assume-se que existe uma

representacdo espinorial do grupo de simetrias assintéticas geradas
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por campos vetoriais tipo tempo (ou nulo) ¢ [7]. Para cada um desses vetores, um
espinor  pode ser associado, tal que ¢’ pode ser representado como: & = Yy y,
onde y* sdo as correspondentes das matrizes gamma do espago tempo curvo [7]. A partir
de y, é possivel construir uma 2-forma conservada localmente, que é conhecida como:
2-forma espinorial de Nester-Witten [6, 7]. Também podemos encontrar defini- ¢des ndo
canodnicas baseadas em pseudo-tensores. O caso mais relevante talvez seja aquele dado
pelo pseudo-tensor de energia-momento para o campo gravitacional de Landau-Lifshitz
[1]. Este objeto é construido puramente a partir da métrica e tem a propriedade de que
quando é adicionado ao tensor energia-momento da matéria, o tensor total é conservado
localmente [1]. No entanto, a dependéncia explicita deste objeto com relacdo a métrica
dependera do sistema de coordenadas escolhido. Isso obviamente vai contra do principio
de covarianca da RG. Outra definicdo ndo candnica encontrada na literatura foi dada por

Abbot e Deser [8]. Esta é uma definicdo pertur- bativa fundo-dependente, onde se assume

que a métrica do espagco tempo é da forma: g, + h,, sendo ¢, a métrica do espago
tempo de fundo e h,, a perturba¢do. Quando as equacdes de Einstein sdo expandidas em

h

. a parte linear é separada formando um “tensor de Einstein linearizado” e os termos

nao lineares formam o que seria o “tensor energia-momento do campo gravitacional”.

Para o caso especifico de espagos tempos assintoticamente AdS, existe uma
definicao formal e bem estabelecida de quantidades conservadas dada por Ashtekar e
Magnon [9]. Esta definicdo é construida utilizando técnicas conformes, onde as
grandezas conservadas sdo calculadas a partir da parte elétrica do tensor de Weyl],
associada ao complemento conforme do espago tempo em questao.

Por outro lado, temos as defini¢des canonicas, que podem ser divididas em 3
sub-grupos: as baseadas em super-potenciais, as baseadas em métodos hamiltonianos e a
definicdo quase local de Brown-York. As definicdes usando super-potenciais sao dadas
simplesmente a partir da carga de Noether, associada ao grupo de difeomor- fismos que
atua no lagrangiano. O super-potencial mais conhecido na literatura é aquele derivado do
lagrangiano de Hilbert-Einstein, as vezes também chamado de carga de Komar, porque
quando é integrado em uma 2-superficie tipo espaco, assume a forma de uma integral de
Komar [10]. Este super-potencial representa uma boa defini¢do de energia para espagos
tempos estaticos e estacionarios [2]. Prova disso é que, quando avaliado nas soluc¢des de
Schwarschild e Kerr, fornece como resultado a metade da massa do buraco negro. Para
compensar isso, este super-potencial é geralmente definido introduzindo um fator de 2
na carga de Noether [2, 11]. Com a motivacdo de construir um super-potencial que
reproduzisse exatamente a massa dos buracos negros de Kerr e Schwarschild, Katz [12]
propds “uma correcdo” para o super-potencial de Komar. Este novo super-potencial era
derivado de um lagrangiano “bimétrico” (depende de duas métricas), previamente

introduzido por Rosen [12].



Tomando uma das métricas como a do espago de Minkowski e a outra do espago tempo
de Kerr, Katz conseguiu mostrar que esse super-potencial conseguia reproduzir
corretamente a massa e o0 momento angular do espaco tempo de Kerr. Posteriormente,
essa ideia de Katz foi formalizada no que hoje é conhecido na literatura como: o
formalismo de super-potenciais KBL [13].

Ao contrario das definicdbes com super-potenciais, onde as quantidades con-
servadas sdo derivadas de um objeto covariante (a carga de Noether), as defini¢cdes
baseadas em hamiltonianos sdo construidas a partir do formalismo ADM [14] da RG, o
qual “quebra” a covariancia manifesta da teoria. Normalmente, para construir um
hamiltoniano adequado, comecga-se com o hamiltoniano da RG derivado do forma-

7o«

lismo ADM, que é “puramente vinculado” (H = 0). Em seguida, se acrescentam

contra-termos de superficies, de modo que a variacdo do hamiltoniano total seja de-
terminada univocamente pelas equa¢des de Hamilton da teoria. Obviamente, isso implica
impor condi¢cOes de contorno na métrica sobre a fronteira do espago tempo. Os primeiros
a usarem esta abordagem para calcular a massa E e o momento P de espacos
assintoticamente planos foram Regge e Teitelboim [15]. Eles assumiram condi¢des

assintdticas na métrica no infinito espacial, de modo que o 4-vetor (E, P), calculado a

partir de integrais de superficie, fosse finito e invariante sob o grupo de simetrias de
Poincaré [15]. Posteriormente, Teitelboim e Henneaux [16], calcularam essas mesmas
quantidades para espa¢os tempos assintoticamente AdS, substituindo o grupo de

simetrias assintoticas de Poincaré pelo grupo O(3, 2). As defini¢coes hamiltonianas de

Regge-Teiltelboim-Henneaux tém a propriedade de serem defini¢des globais, onde as
quantidades conservadas sdo calculadas a partir de integrais de superficie avaliadas no
infinito espacial. Porém, também existem definicdes globais obtidas avaliando integrais
no infinito nulo do espago tempo [17, 18, 19]. Estas defini¢des no infinito nulo sao usadas
no formalismo de Bondi-Sachs, para calcular a energia gravitacional irradiada por uma
fonte sem usar a aproximacao linear [17, 20]. Esta energia é comumente conhecida como:
Massa de Bondi [17].

Outro método candnico muito comum na literatura é o método quase local
introduzido por Brown-York [21]. Ao contrario de outras definigdes candnicas que sao
derivadas do lagrangiano ou do hamiltoniano, este método é derivado da a¢do da teoria,
que é construida a partir da a¢do usual de Hilbert-Einstein e do termo de superficie de
Gibbons-Hawking-York [22]. Outra diferenca desta definicdo, em relacdo aos demais
métodos canonicos, é que esta permite calcular quantidades conservadas associadas a
superficies arbitrarias, dai o nome “quase local”. Contudo, um dos pontos fracos do
meétodo é que este precisa introduzir contra-termos na ac¢ao para regularizar as
quantidades conservadas para valores finitos. Por isso também é conhecido como:
método dos contra-termos.

Todas as defini¢des candnicas citadas acima podem ser unificadas dentro do
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contexto do formalismo do Espaco de Fase Covariante. Este formalismo foi introduzido
por Lee, Wald e Iyer [23, 24, 25]. O formalismo generaliza e introduz a nocdo de ha-
miltoniano para teorias difeomorficamente covariantes, baseadas em lagrangianas que
podem depender de segundas ou mais derivadas nos campos. Obviamente, isso ndo pode
ser feito na formulacdo hamiltoniana usual, que sé funciona para lagrangianos que
dependem no maximo das primeiras derivadas nos campos. O hamiltoniano no
formalismo de Lee-Wald-Iyer é construido a partir da corrente simplética da teoria, que é
uma 3-forma covariante construida localmente a partir do lagrangiano. Esta ideia de
definir o hamiltoniano desta forma é muito 1util na termodinamica de buracos negros.
Conforme mostrado por Wald e Iyer [24, 25], a primeira lei da termodina- mica para
buracos negros pode ser deduzida da lagrangiana, introduzindo o conceito de: entropia
candnica. Esta abordagem funciona para qualquer teoria da gravidade baseada em um
lagrangiano difeomorficamente invariante, que admite uma solugdo estaciondria
assintoticamente plana de buraco negro.

Embora o formalismo de Lee-Wald-Iyer defina o hamiltoniano como um fun-
cional no espago de fase da teoria, o seu caracter covariante nos permite uma certa
“vantagem” para tratar o hamiltoniano desde uma perspectiva local, em vez de uma
perspectiva funcional. Entretanto, até onde podemos verificar, essa perspectiva local
ainda nao foi explorada na literatura. Este é o objetivo central deste trabalho: explorar o
carater local do formalismo de Lee-Wald-Iyer no contexto da RG. Mais especificamente,
apresentar uma proposta para uma densidade hamiltoniana que permita calcular a
energia numa regido finita do espaco, sem a necessidade da adicdo de contra-termos,
nem a exigéncia da fixacdo de condicdes de fronteira no infinito espacial. Veremos que,
sob esta perspectiva local, é possivel reproduzir resultados amplamente conhecidos na
literatura de quantidades conservadas, associadas a solu¢des de determinados buracos
negros. Além disso, veremos que desde esta perspectiva local, é possivel estabelecer uma
termodinamica satisfatoria para o caso de buracos negros girando no espago tempo Anti
De Sitter. Nossos resultados corroboram aqueles obtidos previamente por Kastor, Dollan
e Cvetic [26, 27, 28], nos quais, a constante cosmolégica é introduzida como uma variavel
termodinamica adicional. Nosso formalismo permite justificar essa introducdo sob um
ponto de vista geométrico.

O texto esta distribuido da seguinte forma: no capitulo 2, introduziremos o
formalismo de Lee-Wald-Iyer, mostrando a partir de dois exemplos concretos, como o
formalismo funciona e pode ser usado para encontrar pares de variaveis canonica- mente
conjugadas. No capitulo 3, examinaremos algumas definicdes de quantidades
conservadas usadas na RG, desde o contexto do formalismo de Lee-Wald-Iyer. A partir do
capitulo 4 comeca o conteido original deste trabalho. Neste capitulo definiremos o
conceito de hamiltoniano local, onde proporemos um hamiltoniano local para determi-

nadas solucodes das equacgdes de Einstein. No quarto capitulo, compararemos nossa



proposta com algumas outras defini¢cées. E finalmente, no quinto capitulo, faremos uma
andlise termodinamica, utilizando nossa proposta local, onde os resultados serdo
comparados com os obtidos em [26, 27, 28].

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, utilizaremos a assinatura para a
métrica (—, +, +, +), com letras gregas para denotar componentes espaco temporais e
letras latinas para denotar componentes espaciais. Também, usaremos unidades
naturaisonde hi” = c = k; = 1.






2 Formalismo de Lee-Wald-Iyer

Neste capitulo, desenvolveremos as ideias expostas em [23, 24, 25], sobre um
método geral para introduzir o caracter simpléctico numa teoria lagrangiana de campos.
Este método é conhecido comumente na literatura como o formalismo de Lee-Wald-Iyer
(LWI), ou também como formalismo do Espaco de Fase Covariante. O método concentra
sua atenc¢do nos termos de contorno que resultam quando a acdo é variada, que muitas
vezes nao sao levados em conta. O método formaliza a ideia de “variar uma agdo”,
permitindo construir sistematicamente quantidades conservadas associadas as simetrias
do espaco tempo onde os campos sdo definidos. Estas quantidades conservadas sdo
construidas a partir de uma 3-forma covariante, que carrega o carater simplético da
teoria, introduzindo e generalizando a no¢do de um hamiltoniano na teoria. Por
simplicidade, aqui consideraremos Ta_tpenas teorias baseadas em campos tensoriais

definidos em um espaco tempo 4-dimensional com métrica g,, e com suas derivadas

dadas pela conexdo de Christoffel. Ademais,

usaremos uma orientac¢do onde a forma de volume € dada por: €,,,5 = —g€uap
sendo € o simbolo de Levi-Civita. A generalizacdo para dimensdes arbitrarias pode ser

encontrada em [24, 25].

2.1 Teorias lagrangianas difeomorficamente invariantes

Geralmente, diz-se que as equacdes de movimento de uma teoria local de campos

tensoriais ¢, sdo derivadas de um lagrangiano, se existe uma densidade escalar ou mais
1 o .2 .

exatamente uma 4-forma L, tal que tomando sua primeira variacdo” em relacdo aos

campos obtém-se [23, 24]
OL = E(¢$)6¢ + dO(¢, 6¢), (2.2)

onde as equagdes de movimento sdo dadas por E = 0 e © é uma 3-forma construida

localmente de ¢ e O¢, que é linear em O0¢ e suas derivadas. Normalmente L, E e O
possuem a estrutura

L= LE. E= E(¢)€, @\,aﬁ = pvaﬁeu, (23)

1 Usaremos negrito para denotar quantidades tensoriais.
2 Aqui o simbolo 0 denota a primeira variagio e é definido atuando em qualquer campo tensorial T(x)
como [2]

dr
== A= ’
6T(X) = . 0 EUI (2.1)

onde T é qualquer familia 1-paramétrica de campos, tal que T)_, = T(x).
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onde L, Ey, e 6" sdo quantidades tensoriais definidas a partir da a¢do e da sua respectiva
variacdo [23], i.e,,

~

_d4xf—g E(¢)6¢ + V,,@“ .

S= L= d4xf—gL == 0S=
o (2.4)
E facil ver que se o lagrangiano sofre a transformacio de calibre
L—L =L+ df, (2.5)

onde f é uma 3-forma arbitraria, entdo E(¢) ndo muda, no entanto [25]
©->0=0+0df. (2.6)

Quando um dos campos ¢ envolvidos é a propria métrica do espago tempo, ou
seja, a métrica como entidade dinamica, dizemos que o lagrangiano descreve uma teoria
da gravidade. Além disso, se o lagrangiano pode ser escrito de forma manifestamente
covariante e nao ha nenhuma dependéncia explicita nas coordenadas, a teoria é
difeomorficamente invariante ou covariante [24, 25], ou em palavras mais simples, as
equacdoes de movimento mostram covariancia geral. Teorias difeomorficamente

invariantes da gravidade, construidas localmente a partir da métrica g, e outros campos

tensoriais ®(x), mostraram ter a forma geral [24, 25]

L=L Suv Ruvaﬁ' VAvaaﬁ: ey (D: v}\q); oy (27)

onde o nimero de derivadas V nos campos é arbitrario, mas finito. No que segue,
limitamo-nos apenas a este tipo de teorias. Por exemplo, a RG é uma dessas teorias, com

seu lagrangiano dado por (sem constante cosmologica)
1

— )

=l16m Re€ e
(2.8)

sendo R o escalar de Richi. Voltando a equacgao (2.2), se a variagdo € produzida por um

difeomorfismo 1-paramétrico gerado por um campo vetorial X*, entdo 6¢ = £,¢, onde £
é a derivada de Lie. Com isso, (2.2) fica [24]

£,L = E£@ + dO(@, £49). (2.9)
Usando a identidade de Cartans
£ya=X-da+d(X-a), (2.10)

“«n
.

onde significa contracdo do vetor X com o primeiro indice da forma, é facil mostrar



que £,L = d (X - L). Portanto, de (2.9) temos que

d (@ — X -L) = —E£4.

(2.11)



2.1, Teorias lagrangionas difeomor ficmmente invariantes

Se nos restringirmos ao caso onde os campos evoluem dinamicamente de acordo com as
equacdes de movimento (E = 0), obtém-se a corrente conservada

J=0(¢ £4¢) - X - L. (2.12)

A corrente acima é a corrente de Noether associada as simetrias do grupo de difeo-
morfismos do espago tempo. Dado que J é fechada (quando E = 0), entdo, pelo lema de
Poincaré, existe uma 2-forma Q, tal que J é dada localmente por

J=dQ. (2.13)

A quantidade Q é a chamada de carga Noether [24]. Obviamente Q nao é unica devido a
arbitrariedade gerada pelo operador “d” agindo sobre Q e também devido a
arbitrariedade na defini¢ao de ©@. Apesar disso, sempre se pode escrever Q na forma [25]

Q=X"V Xy +WX'+Y+dZ (2.14)

onde o termo X" depende apenas do lagrangiano (2.7) por meio de
= &L €

(XIJV) op 6R R apop

R aBuv (2.15)

)

onde Oy € a varia¢do considerando g,, e R, como quantidades independentes [25].
Tomando uma segunda variacdo em (2.2), pode-se encontrar outra importante corrente
conservada,

66,1 = E(¢)5,0,¢ + 5,E(9)6,¢ + d5,0(9, 6,9), (2.16)

onde usamos o fato de que 6 comuta com o operador d. Podemos formar outra equagao
a partir de (2.16) trocando 1 < 2, e subtraindo em (2.16), aproveitando o fato de que as

variagdes sempre comutam, obtemos que

d (6,0(¢, 6,9) — 6,0(¢, 6:¢)) = 6,E(¢)0:¢ — 5,E(9)5.. (2.17)

Portanto, se 0E(¢) = 0, i.e,, se as equacgdes linearizadas do movimento forem satisfeitas,
entdo temos a corrente conservada

w(@, 5,9, 6,9) =06,0(¢, 6,9) — 6,0(¢, 5:9), (2.18)

que é conhecida como corrente simplética [23], a qual é invariante sob a transformagao
(2.5). Observe que w foi derivada usando apenas (2.2) e, portanto, esta corrente pode ser
definida mesmo para teorias que ndo sdo difeomorficamente invariantes.

A corrente simplética é de grande importancia na teoria lagrangiana, pois a partir

dela é possivel construir a no¢ao de hamiltoniano da teoria [24, 25, 29]. Isso
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é feito a partir da construc¢do da forma pre-simplética associada a uma achronal

3-superficie3 2, que é definida como [23, 25]

~

Q(¢, 51¢: 62¢) =- nuwﬂ(qS, 51¢' 62¢)’ (219)
z

onde 7, € o vetor normal unitario a 2 e w” é o vetor dual de w,,,.

A integral acima é feita sobre qualquer elemento do espaco de configuracao da
teoria. No entanto, a pesar de possuir o caracter simplético, Q ainda no define o espaco
de fase da teoria. O espa¢o de fase da teoria é construido factorando o espago de
configuracdo definido em Q [23, 19]. Portanto, se a teoria descrita pela lagrangiana (2.7)

admite a construcdo de um espaco de fase, é possivel introduzir um hamiltoniano Hy,
com X sendo o campo vetorial gerador da evolucdo, onde sua primeira variacdo esta

completamente determinada por Q da forma [23, 24, 25, 19]
OHy = Q(¢, 0¢, £:¢). (2.20)

Para uma teoria lagrangiana que admite uma formulagdo hamiltoniana é sempre possivel
escrever a forma simplética Q como [30, 29, 19]

Q(‘p' 0,9, 5z¢) ="z 0,905, Pe — 0,¢0, Pe d,U(Z), (2.21)
onde p, é o momento candnico associado a ¢ e p(X) é uma medida sobre X, a qual

dependera de como o momento candnico é definido. Portanto, o formalismo LWI fornece
uma maneira de encontrar as variaveis canonicamente conjugadas de uma teoria, com
base no conhecimento da corrente simplética w. A seguir, examinaremos alguns

exemplos de como isso pode ser feito para alguns lagrangianos especificos.

2.1.1 Teorias com fundo métrico fixo

Considere teorias de campo simples com fundo métrico fixo (g,, € fixo), onde o
lagrangiano depende no maximo de primeiras derivadas dos campos dinamicos ¢. Por
exemplo, a teoria de Maxwell em Minkowski com ¢ = A,, sendo A, o 4-vetor potencial.

Embora essas teorias ndo sejam difeomorficamente invariantes, ainda é possivel definir

uma corrente simplética. O lagrangiano deste tipo de teorias é

Luvaﬁ = L(¢: v¢)€yvaB'
(2.22) Tomando a primeira varia¢do, obtemos

o (¢,0¢) =€ —oL

vap
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5
(2.23) H vos

N

3 Em principio, a definicdo de Q depende da escolha X. No entanto, supondo que X é uma superficie de
Cauchy, e pela imposicdo de condi¢gdes de contorno nos campos dindmicos no infinito espacial, a
definicdo de Q sera independente de X [25, 19].
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a qual produz uma corrente simplética dada por

dL JL !
0, 0,0 — 0, a0 .
W@ 010, 0:9) = € 05 (2.24)
y u
¢
3_L |

Portanto, a forma JL )
simplética seria:

oV
¢ 5, 5,6 — 5, P 09 5. (2.25)
9V,

QD ~

~— R N I Y N Y N -

Observe que se definirmos 0 momento candnico p, como

oL

=1 , (2.26)

8 V.8

e escolhendo como medida y, o volume do proéprio X, obtemos a forma dada em (2.21),
onde usamos o fato de que 1, independe da variacdo dos campos, dado que o espago
tempo é fixo.

Para este tipo de teorias, quando X é uma simetria do espago tempo, i.e., X é um vetor de

Killing, a corrente definida em (2.12) é conservada®

=Jv L
Je uvaB , P = : Ex¢ —

]vorﬁ XL, (2.27)
avVv g

o

a qual sempre pode ser escrita na forma

a v
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P = TX, + S*V X,

(2.28) onde as quantidades T"" e S s50 definidas via

"L,
Tuv = d.
ov, !
SHIPY a XB d (£x — Vi ) ¢, GHaB = _gHBa
o V,0

A quantidade T"" é o bem conhecido tensor candnico de energia momento e gHaB
é o tensor de momento angular (spin) associado ao campo. Usando o fato de que
V, JH'= 0 e X ser um vetor de Killing, se encontra que

=—-R" § pap (2.30)
Vi TH Hap

v, SHP =-T [af],

Observe que no caso de uma teoria baseada num campo escalar real (¢ = @), como a
teoria de Klein-Gordon, a qual é descrita pelo lagrangiano
1

1
- OVHO — = m20?,
2 vu

(2.31)

LKG =

2

4 Paraum X geral, isto ndo se cumpre. Isso ocorre porque a teoria ndo é difeomorficamente invariante.
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temos que SWB = 0 e, portanto, T é sempre simétrico e conservado. Por outro lado, no
caso de uma teoria vetorial (¢ = A,), como o eletromagnetismo descrito pelo
lagrangiano

1 — _
Len = _4—FIJVFNV ’ F”V B v“ Ay VHA”' (2'32)

o tensor candnico de energia momento

= PRIV Aat Lo F, 233)
E%V
4 =
é conservado apenas para espacos tempos planos (R"” pag = 0) [2]. Também, o tensor de
momento angular GHOB = —ula AR
e (2.34)

~ 4 " é claramente nao simétrico. A ndo conservacao de
nao é conservado, uma vez que T,

T e SH9P ¢ explicada pelo fato de termos fixado o espago de fundo, que em geral é uma

entidade dindmica com seus préprios graus de liberdade.

2.1.2 Relatividade Geral

Diferente do caso anterior, na RG a métrica é um campo dinamico. Além disso, o
lagrangiano desta teoria tem dependéncia de segundas derivadas na métrica e, portanto,
isso leva a que nao seja tao trivial encontrar pares canonicamente conjugados a partir de
(2.21). O lagrangiano da RG (sem constante cosmolégica) é dado em (2.8) e sua variagdo
produz

6] = L euvaﬁgmgap V60810 = V 1080p -
(2.35)
vaB 161

Com um pouco de esforco e calculo, pode-se encontrar a corrente simplética w,,z ou seu
respectivo vetor dual w”, que é dado por [30]
1

- W' = 1 prveBor s, gvaV pd1 gop — O1
m gvaV pd2 gop,
onde
(2.36)

1 1 1 1
PHvaBop = guogpvgaﬁ - guﬁgvogpa - guvgaﬁgop - gvaguogpﬁ + gvaguﬁgop_ (2.37)
2 2 2 2

Portanto, a forma simplética seria:
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h 02 gop — 02 gva ny

o=-1 161 Olgva np pHvaBopyy g 0180p ]
pHvaBoP\/ g
E
Se houvesse um momento canonico conjugado a g,,, ele deveria satisfazer
5P§V = 1, PPN 508op,

ds.  (238)

(2.39)

porém, ndo é tao “6bvio” (como no exemplo anterior) encontrar este momento sabendo

apenas sua primeira variagdo. Veremos mais adiante que nao existe tal momento
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e, portanto, g,, nao pode ser escolhida como uma variavel canénica na formula¢ao
hamiltoniana da RG.

Uma questdo relevante é se existe uma forma alternativa de escrever (2.38), onde
seja “evidente” determinar qual é o momento candnico. Para tentar dar resposta a essa
questdo, podemos usar o fato de que as equacdes de uma teoria e a corrente simplética
nao sdo afetadas pela transformacao (2.5). Desta forma, poderiamos encontrar uma nova
lagrangiana via (2.5), e calcular sua respectiva corrente simplética, que tera o mesmo
valor dado em (2.38). Para este fim, assumiremos que o espa¢o tempo pode ser foliado

por hiper-superficies Z,, que podem ser do tipo espago ou do tipo tempo, onde

t ¢ uma funcdo global. Assumiremos também que podemos introduzir coordenadas

locais x' em X, o qual permite construir um sistema de coordenadas global (¢, x)

adaptado a foliacdo. No apéndice A mostramos que o escalar Richi R esta relacionado ao

escalar Richi de Z, ( ") R) pela relagao A.33. Assim, o lagrangiano da RG (2.8) pode ser
expresso como
LR = LAPM 4+ dT, (2.40)

sendo NNFh K"+ K2 ¢ )

&
In

vl T v vl

T

Tvag = Tepvag 21N onP — 2PV pn* |

onde h = Det(hi]-), N é a funcdo lapso, n*

é o vetor normal unitario de 2, e K, é o tensor
de curvatura extrinseca de X, Para maiores detalhes, veja o apéndice A. O sinal positivo

(+) é usando quando Z, for de tipo espaco e o sinal negativo (—) é usando quando Z, for
do tipo tempo.

Acima conseguimos encontrar um por
vap
lagrangiano que esta conectado a

LGR

uma divergéncia. O lagrangiano LADﬁAVé]g) lagrangiano usado no formalismo® ADM. Note

ADM ] . . . .
que, apesar de L seweghstruido a partir do tensor métrico, este ndo exibe

, que além de ser covariante possui covariancia

iAok GR
covariancia geral como L yqp i
manifesta.

[sso ocorre por causa do termo de fronteira T, que ndo é covariante.
o~ ADM :
Para fazer a variacdo de L' " yggem perda de geralidade, tomaremos o caso em

que 2, é de tipo espago. Tomando a primeira variacdo de LM em relagfo as

5 No formalismo ADM é necessario que 2, seja tipo espago, i.e., gﬁ < 0.
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e i - N
variaveis N, N e hi]», definidas no apéndice A, obtemos

SLAPM — ’\/h WR+ K- K;K" 6N + 2\/hDa K™ —KKh" 8N,

wvap

2 2

Vo 1 1N
~N h WRD-"W Ryt + 7N h KijKi—K? h

VD, K~ Ki* N-2 K~ K" N' - 2N'h KK KK™
A D'D'N - k*D.D' N — &, Y ke g | Sh.,

+ 9, Vh_ K®—Kh™ &h, + \/hDihNh"fh"’ D,h, — D,6hy

— W' DN&h; + D' NW*0h, + 2 K" —Kh" N'Oh,— K"—Kh™ N'Oh,
~2 K"~ Kh" 8N,” £pep

(2.42)
Portanto, as equacdes do movimento serdao

MR+ K2-KK'=0, D, K*—Kn" =0, (2.43)

V- 1 1N
—N b WRP—"UhRp™® + N h KijKI—K? pot

\/h[\)/ K[lb _ Khub N’l _ 2 Kib _ Khib Na _ (2'44)
2N 'h K'K"—KK"” .-

+ vh_ D'D'N —h"D.D'N -8, vh K™ —

Kh*  =0.

As duas primeiras equagdes sdo vinculos e a tltima é a equagao que rege a dinamica.
Estas 3 equacdes sdo equivalentes as equacdes de Einstein [2]. No entanto, nosso
interesse por enquanto, é encontrar a corrente simplética. Comparando (2.42) com (2.2),

obtemos
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uvaB
_ o,
C] Epva,B 6= N\/hé‘
vap
]
=N K" KK Sha
Q¥ =
;i K 0

6' = Wi" Dx&hji— Didhx —
N " D N&hji (2.45)
N1 D NE S + 2 KT — ki

NShav — K™ = Kh™ N'Shav

u]

"2 K- kK" 5N, .

A forma simpléctica Q assume a forma simples

Q= N, (2.46)
2t

onde usamos o fato de que 1, = (-N, 0, 0, 0). O calculo de w’ da como resultado

(,UO = N—lh—l/Z h61 \/h Kﬂb - Khab 62hﬂb - 62 \/h Kab - Kﬁab 61hab] . (247)
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Portanto, se definirmos o momento canonico como

p” = \/h_K“b - Kn" (2.48)

obtemos a forma dada em (2.21), tomando como medida dy = h_l/zdzt [30]. Vemos entdo

que a variavel canonica para o caso da RG é h; (ndo g,,) e seu momento conjugado € dado
por (2.48).

2.2 Definicao de hamiltoniano da teoria

Existe uma relagdo entre a corrente J obtida em (2.12) e o hamiltoniano da teoria.
Como de costume nas teorias lagrangianas, o hamiltoniano é construido puramente a
partir do lagrangiano. Por exemplo, dado um lagrangiano simples (ndo campos) L(g, q°),
sabe-se que a energia: ¢ g — L, ébrresponde ao hamiltoniano da teoria. Na linguagem da

corrente simplética, isso significa que:

oL . :
65 q L =0(0,q) (2.49)

No caso dos campos, o analogo de: LE—_q' — L, é a corrente J definida em (2.12).
Porém, neste caso, J ndo representa o hamiltoniano da teoria. Para ver isso, pode-se

tomar a primeira variagio de J mantendo X* fixo [24, 25, 7]

8] =60 - X - 6L
= 60 — (X - €)E (00 (2.50)
-X-do
=00 —£,0 — (X -

€)E(¢)6¢ + d (X ¢ @)

= (,U(¢, 6¢' £X¢) - (X
* €)E(¢)6¢ + d (X ¢ O)

E claro a partir da equagdo acima que J ndo é o hamiltoniano da teoria, pois,

por causa do surgimento do termo de borda d (X - ©), ndo é satisfeita a equacio (2.20). 0
hamiltoniano verdadeiro Hy, se existir para alguma solucao das equag¢des de movimento
(“solugao on shell”), deve satisfazer

~ ~

6HX=6 Z]’_ Xe,

2.51)
ox

i.e.,, 0 hamiltoniano é composto por um termo dado por J mais outro termo de borda.
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Porém, vimos que para solu¢des “on shell”, J = dQ, entdo a equagdo acima assume a
forma OH, = "

(6Q(X) X ©).
(2.52)

)2
Portanto, a conclusdo a que se chega é a seguinte: em qualquer teoria de campos baseada

em uma lagrangiana difeomorficamente invariante, o hamiltoniano da teoria,
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se existir, é puramente um termo de superficie [24, 25]. Observe que este hamiltoniano ja
carrega consigo a estrutura simplética da teoria dado que satisfaz (2.20). Isto é contrario
ao que acontece na formulacdo hamiltoniana usual, onde as vezes acontece que o
hamiltoniano construido a partir do lagrangiano, ndo carrega consigo a estrutura

simplética da teoria. Um exemplo muito ilustrativo disso é fornecido pela formulacao
hamiltoniana da RG. Neste caso o hamiltoniano é puramente vinculado (Hy; = 0), e ndo
satisfaz (2.20). Costuma-se dizer que Hy; define uma estrutura pré-simplética. Para

conseguir a estrutura simplética, Hy; é complementado com um termo de superficie

como é feito em [15, 16].
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3 Definicoes canonicas de quantidades

conservadas na RG

Na RG podemos encontrar diferentes definicbes de quantidades conservadas.
Algumas dessas defini¢des ndo precisam da existéncia prévia da lagrangiana da teoria
para serem definidas (as ndo canoénicas). Outras, pelo contrario (as candnicas), sao
derivadas diretamente da lagrangiana ou da acdo da teoria. Este capitulo tem como
objetivo examinar essas definicdes canonicas sob a perspectiva do formalismo LWI,

desenvolvido no anterior capitulo. Consideraremos a RG em D = 4 com constante

cosmolégica A ndo nula.

Como é bem sabido, a relatividade de Einstein com constante cosmolégica é

descrita por o lagrangiano

1.“(—2/\ + R)e. (3.1)

[ )

A variagdo deste lagrangiano produz as conhecidas equagdes de Einstein com constante

LRG —

cosmologica:
E, =G, + Ag,=0. (3.2)

O termo de contorno © que surge da variagcdo do (3.1) é independente da constante
cosmologica, e é igual ao termo de contorno derivado do lagrangiano (2.8). Este termo de

contorno é dado por [25]:

o= “em 8"9% V5081 = V 1080p -
(3.3)

A partir deste termo de contorno, podemos construir a corrente de Noether J,
1

1 v vlxd e G’ + A& X,
Fo=a v (3.4)
. _
g a af o o
e a sua respectiva 1 o) -- V X.
carga H 1em pvap  — g
(3.5)

3.1 Meétodo dos super-potenciais

Como visto no secdo 2.1, a corrente de Noether J¥ é conservada localmente
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quando os campos sao solugdes das equagdes de movimento. Portanto, para tais
solucdes, podemos associar um bi-vetor ]“ Y comumente chamado de super-potencial,

tal que
J=V, " (3.6)
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ou, escrito na notagdo usada em [12, 13],

JE=o,m (3.7)

onde o chapéu significa multiplicagdo por '—g¢. Nio é dificil ver que o super-potencial

é equivalente a carga dual de Noether, i.e,,
1 . (3.8)
JHV = — 'zfuvaﬁ &

Q

Para o lagrangiano da RG, com ou sem constante cosmologica, o super-potencial

associado é

wo L (3.9)

Ko _8rrv

que é conhecido como super-potencial de Komar. Este super-potencial tem a parti-
cularidade de que, quando é integrado no infinito espacial dos espacos tempos de
Schwarschild e Kerr, a integral fornece a metade da massa do buraco negro [12, 2].

Embora o super-potencial de Komar forneca apenas a metade da massa do buraco negro
de Schwarschild e Kerr, é possivel construir um super-potencial que fornega exatamente
a massa do buraco negro. Esta “correcao” ao super-potencial de Komar foi proposta pela

primeira vez por Katz [12], usando um lagrangiano bi-métrico’, introduzido previamente

por Rosen. Este lagrangiano é dado por [13]
1

L=—""g" NMAN-A ° AN-R ¢ (3.10)
1617 uv po MV Ho pv
onde
_£uv =[ ' P
(3.11)

Nao é dificil ver que este lagrangiano esta conectado ao lagrangiano da RG (2.8) por meio
de [12, 13]

L =L+ dK,
onde

(3.12)

Kz= = €uvapK¥, KV = —} PN g NG (3.13)

T
Portanto, para este lagrangiano, a carga de Noether pode ser construida como
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Q=Q“+X-K, (3.14)

e assim, o super-potencial associado sera
1 X1 + 2KWX",

JHv = —gr vV
(3.15)

Normalmente, é definido um super-potencial relativo a métrica de fundo g, ie.

JHY—JHY[13], que assume a forma simples na notacio de chapéus [31, 13]

" i S BN Y )
KBL _—
a (3.16)

Este super-potencial é conhecido na literatura como: super-potencial KBL, e fornece
exatamente a massa dos buracos negros de Schwarchild, Kerr e Kerr-AdS.

Lagrangianos que dependem de duas métricas: g,, e g,.- A métrica g, costuma ser a métrica de um
espaco tempo de fundo de referencia.
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3.2 Meétodos hamiltonianos

Nos métodos hamiltonianos, a quantidade conservada é dada pelo gerador da
simetria, ou seja, o hamiltoniano Hy definido em (2.20). Este hamiltoniano, se existir,
deve satisfazer as equacgdes (2.51) e (2.52). Wald e Zoupas [19] mostraram que uma
condigdo suficiente e necessaria para a existéncia destes hamiltonianos é [19]

~

X . w(p, 5,9, 5,¢) = 0, (3.17)
22

onde ¢ é uma solucdo das equacdes de movimento e 0,9, 4,9, sdo qualquer par de
solucgdes para as equagoes linearizadas de movimento.

Obviamente ndo é trivial achar um hamiltoniano a partir de (2.52), apenas conhecendo
sua primeira variacdo. No entanto, se existir uma 3-forma B construida localmente da

métrica (ndo necessariamente covariante), tal que

~ ~

X0, 09) =0 X B(9), (3.18)
ox 2)2

o hamiltoniano tera a forma [25]

(Q X B). (3.19)

Normalmente B esta ligado a condi¢des de contorno que os campos devem satisfazer em
0X [32]. Obviamente isto restringe o dominio da variacao em (3.18), ou seja, a igualdade
(3.18) so6 é valida se a variacao for feita no conjunto de campos que satisfazem estas
condi¢cdes de contorno em J2. Desta forma, cada condicdo de contorno da origem a
diferentes definicdes de quantidades conservadas [32]. Veremos a seguir algumas destas
defini¢des.

3.2.1 Defini¢oes globais (ADM) para espacos tempos assintotica-
mente AdS
Para o caso de espacos tempos assintoticamente AdS, podemos encontrar um B

compativel com (3.18) impondo condi¢des de contorno na métrica no infinito espacial.
Estas condi¢des de contorno assintéticas foram estabelecidas em [16], onde, além disso,
uma definicdo formal de espagos tempos assintoticamente AdS foi dada em termos

destas condicdes de contorno. Concretamente, um espaco tempo ¢é dito ser
assintoticamente AdS, se existe um sistema de coordenadas globais (T, R, ©, ®), que

chamaremos a partir de agora como: coordenadas de Teitelboim-Henneaux (TH), tal que

a métrica que descreve o espago tempo possa ser escrita como
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ds* = ds™ + hydx*dx", (3.20)
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onde ds™ é a métrica de AdS dada por

. AR? 1  +R? (de? + sin? Od®?),
g2t 3 arz + (3.21)

1- AR I

e h,, sdo quantidades invariantes sob o grupo de simetrias assintdticas. Para este caso,
este grupo coincide com o grupo de simetria do espago AdS O(3, 2) [16], ou seja,
£¢ hy, = 0, onde " sdo os vetores Killing de AdS. Conforme mostrado em [16], os

unicos h,, que satisfazem esses requisitos, possuem a forma assintdtica [16]

hyr = R f(T, ©, ®) + O(R™), hye
= R fo(T, ©, ®) + OR™?), hye =
R fro(T, ©,®) + O(R™®), hyp = R™
fr(T, ©, ®) + O(R”), hgr = R
frx(T, ©,0) + O(R™),

hre = R7* fro(T, ©, ®) +

O(R™), hgo = R™* fro(T,

0, ®) + OR®), hge =

R fool(T, ©, ®) +

O(R™), hoo = R fool(T,

0, ®) + OR™?), hepp =

R fool(T, ©, ®) +

O(R™).

(3.22)

Pode-se associar globalmente uma energia aos espagos tempos assintoticamente
AdS, que é conhecida como: massa de ADM (m,p,). Esta energia pode ser obtida
usando a abordagem hamiltoniana de Teitelboim-Henneaux [16] acrescentando contra-
termos de superficie ao hamiltoniano, de modo que o hamiltoniano total seja [16]

~

H=H.+ Fd, (3.23)

“«_n

onde H é o hamiltoniano da RG e “~” é uma abreviatura para denotar o infinito espacial.
No entanto, é possivel encontrar m,p,, diretamente usando o formalismo LWI, achando
um B compativel com (3.18). Isso foi feito por Hollands em [7] usando técnicas
conformes, onde obteve um hamiltoniano que se reduz a carga conforme de
Ashtekar-Magnon [9]. Aqui, pelo contrario, pretendemos aplicar o formalismo LWI

simplesmente utilizando as condi¢cdes de contorno dadas em (3.22), onde obteremos
uma férmula para calcular m,p,, que, para fins praticos, resulta mais simples do que

aquelas obtidas em [16, 9, 7]. Para fazer isso, pode-se definir m,p,, no formalismo LWI



3.2, Métodos hamiltonianos

usando a equagao (2.52), como sendo [25]

~

Om upy = OH[H] = (6Q(t") —t-09), (3.24)

onde t* é o vetor que corresponde ao vetor Killing de AdS gerador das translagdes

temporais no infinito espacial. Nas coordenadas TH, este vetor possui componentes
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t=(1,0,0,0) [16].  Introduzindo as respectivas quantidades Q e ©, dadas nas
equagoes (3.3) e (3.5), podemos expressar a integral acima como’

- T4, (3.27)
énz“DMthuT—zw (b vl

87T6eo

Esta integral “impropria” pode ser calculada usando superficies de tempo e raio
constantes, i.e., superficies com T = cte. e R = cte. Como o infinito espacial de espacos

assintoticamente AdS é definido em coordenadas TH como T = 0, R — « [16], a integral
acima pode ser expressa como

: - | (328)
— [ugv]
Votn,-2 5 O v

_8n5R

A vantagem de usar s\ylperficies com T e R constantes, é que o Unico termo diferente de
zero de n,, é ny, =+ —g.Portanto, a integral acima se reduz a

~

1
_ L [T4R]
OM apy = VAL P, O tRInTR
R—=
- ol R o R QP
= lim 1 oT __ LoR[T —8 RO
R 8
—> _ 6 _g
16m R oT R
. ol
= lim ¥] L /
. K al
m
T . — gRo5rp
opST
. g
R

16
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S

uh
L]

Para resolver a integral acima é necessario encontrar os comportamentos assin-
toticos em relacdo a variavel R das quantidades envolvidas. Ndo é dificil mostrar a partir

de (3.22) (com um pouco de esfor¢o), que o determinante da métrica (g) tem o seguinte
comportamento assintético

g 3frr A _foo

=1+ far+ foo+——— R+ OR™)

¢ A 3 sin? © (3:30)

/] — [ _—sin® 3frr A _f% B -
o g2 fgyein® 3 A Ly O(R?).
8 gt 2 A fRRif@@"‘ Sli{ndaO(R )

Com isso, o termo " zque depende do determinante da métrica,

re =d,In f—g, (3.31)

2 A integral de qualquer 2-forma F sobre uma 2-superficie T é definida como a integral do “pull-back”

de F sobre 1, i.e., ~ - F oxH 9x¥

= v
F v duydv=  F v
. T ou dv I hvgg)d ’
onde u, v sdo as coordenadas que parametrizam I, n,,, é conhecido como 2-vetor normal (ou binormal)
definido por:

n 1 x® axP
pv =9 €uvap ou v ’
e F*Vé o dual de F, definido por: Fog = ' €,,q F*".

(3.26)
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tem o seguinte comportamento assintético:

r'gp = J,In ! -8
3£ £
Ly . B+ flaa R+ O(R™)

=3olnf—g'_+301n 1+ )
sin® @

- 1 %ITT %ec +f oo o OR™) .

op 2 AN 3 sin*© (3.32)

. 7 . v ~ . Cr . .
As componentes da inversa da métrica g” sdo mais dificeis de calcular, pois

possuem uma dependéncia ndo polinomial em h,,. No entanto, pode-se usar a matriz

adjunta gy que € polinomial em h,,. Observe que

uv
gpv _ adj
uv - r
gt gH
V@ (3.33)
8 adj
RR
dessa forma, por exemplo, parao caso g temos
3fr A foo -3
RR
— 8
e 1 : R -
& - 3f1m +foo * sin2 ©® ’
3fr1 oo -
1+ + foo + - R7+ ..
A Joo sin“ © (3.34
=14 MERR3 L or Y
3
=:} gRR = g_RR a AZfRR R—l + O( Riz)'
9

De forma analoga obtemos os comportamentos
assintoticos das demais compo-

nentes

T = T 9 frr RS+

OR®), ¢™=0R™,
gTE) — O(Ris), gT(D —
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O(R™), g0 = OR™), %= 0(R™),
g% = ¢ fo0 RS+ 0R®), ¢*®=0RY), (335)

g0 = g0 T QU RS (O R)S .
sin* ©
Finalmente, uma vez que temos os comportamentos assintéticos de g, e g“v,

podemos calcular os comportamentos assintéticos das conexdes [ s. Estes sdo dados
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M=

por ) Vi R™*+ O(R™),
T =T MR
2\ TR —
OR™,
_ N A g
Re R
e T 9 2A '
+ ()
RR
TRR_ e STl
= (3.36)
oo R RR 5
A AR feo 4
+ L=+
ORY. 60 3 3 2
‘DE) —q_;E) i_ —fRR sin? @ — f(D_EC.D + O(Ril),
_ A _
fg = _gfre +OR™"), M 1 = o ot O(R™),
r{aq:-R = g/_\few + O(R™Y), resto= O(R™), n=3.
Portanto, expandindo as integrais dadas em (3.29), obtemos
1 2A g3 —2frr+ A2
OM ypy = 3 9 RR
lim - 9
Rese 16m R
A foo +_f% + O(R') sin®
sinf@ A2 20 O foe + 5 + O(RY) sin© .
26 frr+ 30fw73 -
16
T R sin ©
(3.37)
Observe que o termo ~ R3, que aparece na contribuicido de Komar, produz uma
divergéncia3. Porém, observe que este termo ndo depende de h,,, portanto ndo contribui
para a varia¢do. Tomando o limite, temos
1 16m0 A? A f fae, sin 4040
i 2 frr + 9 RR+ 3 sin” © !
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(3.38)

~

1 A 2A sin ©40d0,
+ (o) =2 frr+ f IS;P;_EZ 0 —f
lem 3 RR—3 -

de onde finalmente obtemos m1,p,, que assume a forma simples

A 2A
= —fee

tom  ohu” in 040d0. (339
feo + sin?© sin . (3.39)

mADM =

Esta formula é equivalente a obtida em [16, 9, 7]. Veremos mais tarde que ela é capaz de
reproduzir o resultado correto para a massa do buraco negro Kerr-AdS,.
Por outro lado, para um espago tempo assintoticamente AdS com simetria axial,

i.e,, com um vetor de Killing tipo espaco ¢* cujas érbitas sao fechadas [2], é possivel

3 Isto surge do fato de que as integrais de Komar ndo estao bem definidas em espacos tempos
assintoticamente AdS, especialmente quando o vetor Killing é tipo tempo.
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associar uma quantidade conservada a esta simetria conhecida como: momento
angular ADM (J,p,). Esta quantidade é definida como [25]

1 0¥ @"'n,,. (3.40)
(6Q(¢*) —¢ - 0) = p
Olupm =~ = Qo ¢ 0.V onuw+2 . 7

~ ~

Porém, fazendo o mesmo desenvolvimento acima, verifica-se que o segundo termo da
equacdo acima nio contribui, dado que ¢* = (0, 0, 0, 1) nas coordenadas TH, e portanto:
@" = @" = 0. Dessa forma, ] ,,,; ¢ simplesmente dado pela integral de
Komar [25]: _1A V @ n,

v vl

3.41
JADM = g7 . (3:41)

3.2.2 Definicao quase local de Brown-York

No caso anterior definimos quantidades conservadas globalmente, que sdo obti-
das avaliando integrais no infinito espacial de espagos assintoticamente AdS. Pode-se
relaxar a condicdo de ser assintoticamente AdS e obter quantidades conservadas asso-
ciadas a 2-superficies arbitrarias tipo espaco “finitas”. Essas quantidades conservadas sao
chamadas de quantidades quase locais. Elas foram introduzidas pela primeira vez por
Brown-York (BY) em [21], usando o método de Hamilton-Jacobi. No entanto, estas
quantidades podem ser deduzidas e generalizadas a partir do formalismo LWI, como foi
mostrado mais tarde em [32].

Seguindo o desenvolvimento feito em [32], pode-se assumir que o espago tempo
pode ser fatiado por familias de 3-superficies tipo espago %, i.e., assumir uma topologia

R x Z, onde t é uma fungao escalar global. Essas 3-superficies terdo vetores tipo tempo

unitarios normais #* definidos por (A.7)
n’=N1e)'— NN (3.42)

onde N é a fungio lapso e N¥ é o vetor de deslocamento. Considere agora uma
3- superficie M com vetor normal 0* e métrica induzida y;. Definimos C, como 2-

(0)

superficies tipo espago C, tal que C,= M N .. Seja ¢ uma solucao das equagdes

de Einstein (3.2) com y** gendo sua métrica induzida sobre M e com N 0, = 040
Considere o conjunto de métricas g, (ndo necessariamente solugdes das equagdes de

Einstein) que satisfazem as seguintes condi¢cdes de contorno [32]:
(condic¢do de fixacdo da métrica (3.43)
induzida em M),

W vij =y
(i) o, N¥ = 0 (condi¢do de tangéncia de N* em C)).

Sob estas condigdes de contorno, e assumindo condigdes adicionais no campo gerador

X*, Wald-Iyer [32] conseguiram mostrar que existe um B compativel com (3.18), que tem
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a forma

o uvaf
B _.d (K + K yove

vaf

(3.44)



Capitulo 3. Definigdes candnicas de quantidides conservadas na RG

onde K € o traco do tensor de curvatura extrinseca de M definido como K = \/ini]- ekK,é
qualquer quantidade dependente da geometria intrinseca de M [32]. Uma vez tendo B,

podemos definir a energia e o momento angular quase local de BY associado a C, usando
(3.19) como sendo [32]

~ ~

Qn*) —n+B, Jp=-
Mpy = Q(N¥) N B.

(3.45)
© Ct
As equacgdes acima generalizam as defini¢des usuais de BY, que sdo dadas a partir de
[33] Qe= J
dx YT,

(3.46)
M
onde ! é um vetor Killing e TBYpé conhecido como o tensor de tensdo de BY definido
como [34, 33] TBYE\/Z oS ’
(3.47)

H —y &Y,

sendo S a acdo dada por

~ ~

1 N 1 _
r — v
S=g, % gR-2N +gp - P YK+ S,

(3.48)
M

O termo que depende de K é o usual termo de Gibbons-Hawking-York (GHY) e S, é a acao
associada aos contra-termos necessarios para “regularizar” as quantidades conservadas
em valores finitos [33, 34] . Esses contra-termos estdo relacionados ao K, que aparece na

definicao de B dada em (3.44).
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+ Um hamiltoniano local para espacos

tempos com a forma Kerr-Schild

Apesar do evidente carater local do método dos super-potenciais, as quan-
tidades conservadas derivadas a partir do super-potencial J*', ndo representam o
hamiltoniano da teoria. Isto foi visto na se¢do 2.2 quando foi mostrado que, em geral,

J/~= Hy. Por outro lado, nos métodos hamiltonianos, as quantidades conservadas

sdo dadas pelo gerador da simetria, ou seja, o hamiltoniano Hy. No entanto, o carater
local é perdido dado que Hy é definido como um funcional dos campos, cujo dominio é

determinado por condi¢gdes de contorno impostas na superficie de integracao, i.e., Hy
depende tanto de informagao no volume quanto de informagao na fronteira.

Contudo, é possivel considerar uma definicdo que combine tanto o caracter local
como o caracter hamiltoniano. Isto pode ser realizado observando que a equacdo (2.50),
a qual é uma relacdo local entre os campos e suas variacoes, pode ser reescrita para o
caso da RG como [30]

0]+ (X-€) E, 08"+ d(-X-0) = w(g, 63, £x8),
(4.1) onde o termo —X - © é dado por

(-X - G)uv = —E/Jvaﬁea X’B

= — Euva[_igﬂgop V obgnp — V nbgop (4.2)
16 xB
K
le) —_
_ 8771' UvaB X'Bg‘m g% Olo 8 nlo rp[a 52, -

Agora, seja M,, uma familia de métricas g,,, parametrizadas por variaveis gerais f,
da forma
Mn : guv = guv (W;fA(X)) ) A= 1, 2, Wy 1 < 10,
(4.3) onde existe pelo menos um f ©(x), tal que ¢ é uma solugo das equagdes de
Einstein, A v
com  sendo quantidades fixas. Assumindo esta parametrizacdo, temos que, para cada

meétrica neste conjunto,

gy G
agguv = aw 6041 + 6fA aofA' - (44)
5glJV = aguv
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Introduzindo estas quantidades em (4.2), e levando em conta a comutabilidade entre &

e 9, podemos expressar (4.2) como sendo

(-X-0) w =F S @, f) + G f.. (4.5)

Portanto, se houvesse um B(g, d¢) tal que

-X -0 =0B| g, (4.6)
as seguintes condic¢des locais de integrabilidade (CLI) teriam que ser satisfeitas:
5 oA 5 4.7
a7 W= b oF
oB + |
i ;
W —— G
;/v d
G
') f,;
9 apfa a(@ 3f, fa | w af, )a 6, W

Se B existe para alguma solucdo das equag¢des de Einstein com a forma pa-
ramétrica M,, podemos associar um hamiltoniano local para esta solugdo. Este

hamiltoniano seria a 3-forma

H = dH,
onde H é a 2-forma':
(4.8)
H=Q + B.
(4.9)
Observe que em termos de H, a equacgao (4.1) se reduz a
OH = w, (4.10)

a qual é a versao local de (2.20).

E possivel, como serd mostrado a seguir, obter um H reduzindo os graus de
liberdade na métrica. Ademais, mostraremos que tal reducdo pode ser introduzida na
teoria se exigirmos que a solugdes das equacdes de Einstein se restrinjam a métricas que
possuem a estrutura Kerr-Schild. Antes de prosseguir com a derivacdo deste



hamiltoniano local, vale a pena abordar alguns conceitos necessarios sobre espacos

tempos com a forma Kerr-Schild.

4.1 Estrutura Kerr-Schild

Uma forma de capturar as simetrias de um espago tempo é usar as propriedades
algébricas do tensor de Riemann (ou Weyl). Este trabalho foi feito por Petrov, que
conseguiu classificar os espagos tempos em diferentes tipos, dependendo da degene-
rescéncia dos “vetores propios” do tensor de Riemann. Quando existe multiplicidade de

vetores propios, diz-se que o espaco tempo é algebricamente especial [2]. Esses

Obviamente ha uma arbitrariedade na definicdo de H gerada pelo operador “d” e pela definicao de
B.
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espacos tempos especiais tém propriedades simétricas importantes. O exemplo mais
comum desses espac¢os sao os do tipo II-D na classificacao de Petrov, que descrevem
sistemas fisicos isolados. Dentro deste grupo estdo quase todas as meétricas conhecidas
de buracos negros: espaco de Schwarschild, Kerr, Reisner-Nordstrom, etc.

Considere um espago tempo descrito por uma métrica g,,, a qual pode ser

levada (pelo menos localmente) para a forma: g, + “perturba¢do” [35], onde g°,,, €
chamada de métrica de fundo e a “perturbacdo” ndo precisa ser pequena. Se, além, a
perturbacdo for da forma k,k,, onde k, € um campo vetorial nulo em relacdo a métrica de

fundo (¢™"k k, = 0), tal que a métrica g, pode ser escrita como

S =& w + f(Okk, (4.11)
onde f (x) é um escalar, é dito que o espago tempo em questdo, possui uma forma

Kerr-Schild (KS) [36]. Conforme mostrado em [35] (Teorema 32.3), todo espago tempo

da forma (4.11) é algebricamente especial e possui propriedades simétricas importantes

como [35]
= g K= rv KK, . (4.12)
£ kK, '
Det(g,,) =
Det ¢
rIJ

F:f k'u=r:&” ku—zk"VA fkakﬁ , rap§u= r Gpﬂkp_i_ Zk/\vA fkakﬁ )

onde kK = ¢"k, = ¢, T e sdo as conexdes associadas a g,, e ¢, respectivamente. Usando
as propriedades acima, pode-se demostrar que

; ; -1
Voko=V ok KV K=k V pk, Vekf=V akf+5KV, fkk;

(4.13) onde V o é o operador derivada associado a métrica de fundo.

A importancia da forma KS reside no fato de que quase todas as métricas de

interesse fisico podem ser levadas a esta forma. De fato, a métrica de Kerr [37] em D = 4,
foi inicialmente derivada usando (4.11), como um ansatz nas equag¢des de Einstein no
vacuo, tomando g, como o espa¢o de Minkowski. Esta forma KS em coordenadas
lorentzianas (t, x, y, z) é [37]

2Mr? Lexay R
dst=(—dt +dx +dy +dz”* " -~ dt + © '

2
2
2
2
2



zrjI + 2 4 ﬂg"fl" +

r2+ a liz (4.14)

2, .2 2
com r dado por Xty z
2 + Ll2+ 7"2_= 1. (415)

Mais tarde, seguindo o trabalho de Kerr, Myres [38] conseguiu generalizar esta solugdo
para dimensdes arbitrarias. Ambas as solucdes de Kerr e Myers descrevem buracos

negros assintoticamente planos na forma KS.
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4.1.1 Forma KS de Gibbons

Quando a constante cosmoldgica é levada em conta, ainda pode-se obter uma
forma KS com fundo minskowskiano para o caso de buracos sem rotagao (SAdS). No
entanto, até agora nao ha nenhuma forma KS desse tipo para buracos negros girando em
AdS em qualquer dimensdo. Gibbons [39] deu uma forma KS substituindo o fundo

minkowskiano pelo espaco tempo AdS. Até a data de publicacdo do artigo de Gibbons

[39], solucdes de buraco negro com fundo AdS eram conhecidas apenas para D = 3
(buraco negro BTZ [40]), a solucdo de Hawking-Hunter em D = 5 [41] e a solucao de
Carter em D = 4 [42], cuja forma em coordenadas de Boyer-Lindquist (BL) (7, o, 3, @) é

A, a*A sin® 9! o, 20, — Dy P+ a* gsinz 241de

2 —
ds* = I B ﬂ(p + acos 9L

N 0% + a? coszz?JDE N PP+ atcos’ Yoz | s o>+ %Zi.fLAﬁﬁeﬁ—?.Ap sin® 9
'&p '&'3 (0" + o cos® HHE”
s=1+2020,= 0+ (4.16)
onde A
a?) 1-- p* —2Mp,
3 (4.17)
3
b=1+ A a?
cos* 9.

A primeira vista, estas 3 solu¢des ndo pareciam estar relacionadas. Influenciado pela
ideia de Carter [39] de que (4.16) pode ser levada numa forma KS, Gibbons foi capaz de
generalizar para dimensdes arbitrarias essas 3 solu¢gdes em uma forma KS que substituiu
o fundo Minkoskiano por AdS [39], i.e,,

M
= s+ (kdx),

u

onde M é uma constante, U é um escalar e k, ¢ um vetor nulo em relacdo a métrica AdS.
Gibbons introduziu um novo tipo de coordenadas esferoidais (r, i), onde as coordenadas
U, satisfazem o vinculo [39]

Ads

(4.18)
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DOx/2  M=1, (4.19)

>

sendo ¥ = 0, 1 se D for par ou impar respectivamente. Em termos dessas novas

coordenadas, a métrica AdS asszumgga_ )g%ma , , 2 5 9

i

du:+ u:do-:
A3 Vit \ Fir s 3 o u;+ u;de;
= 1+ Aa

+ Y " , .
WA-A2) =t A OO G D 1y a2
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onde (D72

2 (D) /2
w= L 1 ; ' r2 z/ 2 '
! 2, F=1 ZT[\=/\/(D—
1).
(4.21)
=1 + Aa; —A o r+a;

O escalar U e o vetor k, adquirem nestas coordenadas a forma

NMPY2(;2 + g2), se D for impar
yO-1/2

. 22 =1 j
1= i=1 ) + roa
D/2 i (D-2)/2(42 4 42
=1 2,2 r Z].=/1 pi Tl (r* + a*), seD for par w
e
(D-x)/2
k,dx! = Wit + Fdr — Lodg. (4.23)
2
=1 1+ Aai

As constantes a; sdo os respectivos parametros de rotacdo. Para o caso em que a
dimensdo D é impar, existem (D — 1)/2 desses parAmetros. Para o caso em que D é par,

ha (D — 2)/2 deles e, portanto, nas somas acima, tomamos ag,. ), = do—y),2= 0. Gibbons
também deu as expressdes que relacionam suas coordenadas esferoidais com

as coordenadas de BL. A relagdo entre essas coordenadas é dada por [39]

r=p6=7,

dt =dr + 2MU dp,
(1~ AoA)(E - (424)
2MU)

a9, = do,— D4 gr +

2MUa;

dp.

D-1 (0 + a°)(F — 2MU)
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4.2 A nova proposta

Considere solugdes das equagdes de Einstein com a forma KS (4.11). Em principio,
poderiamos considerar todas as quantidades que definem (4.11) como variaveis f, de
(4.3). Porém, fazer isso excederia os graus de liberdade permitidos na RG, pois seriam:
10 graus de g, mais 3 graus2 de k, e 1 grau de f, dando um total de 14 graus de
liberdade para a métrica. Uma maneira de evitar que isso acontega, é fixar a métrica de
fundo ¢",,. Obviamente, ao fazer isso, a nossa teoria vira uma teoria fundo-dependente,
onde as quantidades sdo medidas com rela¢do ao espago tempo de fundo g,,. Observe

que, fixando ¢, na forma KS, temos apenas 4 graus de liberdade na métrica. Portanto,
definimos a familia M, (4.3) como sendo

e fo ko) = ¢ + fhk, (4.25)

onde g, seriam as quantidades fixas . A primeira varia¢ao 0g,, de cada métrica neste
dominio M, sera

82,0 = fk,Ok, + Fk,Ok, + k kO f. (4.26)

2 Isso porque k k" = 0.
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Introduzindo (4.25) e1(4.26) em (4.2) temos

v

(X0 = - 1gmremmX Vo @k k) -V g &k, f)

=_1_ aBuv % hao (6(k;l§‘|“f)) 4 (6(k°k"f)i (4.27)
16 ro (S(c £) + ™ oA

1 apuv Do o oy |
= lene X6V o (k%K f) — FKKSTH

A

onde usamos o fato de que kyk” = 0 na primeira linha e, na ultima, as propriedades

simétricas (4.12). Abrindo o simbolo de , usando as

o4
Christoffel do termo f k%K 5I™*

propriedades simétricas (4.12), pode ser mostrado que este se reduz a

A fkak/\(sru = —fzk“k"v_ GkAék,\. (428)
a.

Agora, provaremos um teorema, que é uma generaliza¢do do teorema 32.1 de

[35] para espacgos tempos de fundo, diferentes de Minkowski.

Theorem 4.2.1. Seja g, uma métrica com a forma (4.25), tal que

R, —R pv k%" =0, (4.29)

sendo R pv é o tensor de Ricci associado a § . Entdo,

a’ =K'V kH = k"V_ MH = a(x)k” (4.30)
onde a é um campo escalar. Portanto, o campo vetorial nulo k' é geodésico.
Demonstragio. Pode-se relacionar os tensores Richi, associados a g,, € ¢, por
Ruvk"k" = k' uV vk = k"N vV k!

=Vuk'Vvk") = Vuk'V ! =k vV uik*

) ) (431)
=V 4KV R -
V'Y - Y
ok
= R pukk’ —

Y GV R A v

vkt
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onde usamos as propriedades (4.13). Usando essas propriedades mais uma vez, pode-se

mostrar que

V KN k=N yk'N vk = fata,, (4.32)
Portanto, a equacgao (4.31) se reduz a

R, —R w k' = —fa'a, (4.33)

Assumindo a condig¢do (4.29), a equacdo acima implica que 4 é nulo. No entanto, como 4"

é ortogonal a k¥ (a"k, = 0), entdo 4" s6 pode ter a forma
a’ = a(x)k". (4.34)
A partir da relacdo (4.33), fica evidente que o oposto também é verdadeiro, ou seja, se

kH é geodésico, entdio a condigdo (4.29) é satisfeita. —
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Sob a condigdo (4.29) do teorema acima, o termo dado na equacgao (4.28) é nulo

para solucdes “on shell” e, assim, a equacao (4.27) fica

— _—1 v -ou
(—X-0)yp o€ e XVag™
s (435)

onde usamos (4.12) e (4.13). Dessa maneira, um B compativel com (4.6) sera
VogXF + C,(9),
1 s a8 A8

Y 1em (4.36)

onde C,, € qualquer 2-forma construida localmente de g,,.
Portanto, pelo que foi visto anteriormente, temos que para solucdes das equa-
¢oes de Einstein com a forma KS (4.25), satisfazendo a condigao (4.29), podemos definir o
seguinte hamiltoniano local:
H (X) =uvaB VIXP+ VgoXP + C,[(¢).
™M lem
- € (4.37)

Apesar de que a expressdo (4.37) foi derivada reduzindo os graus de liberdade na

métrica (n = 4), existem alguns argumentos a favor para acreditar que o hamiltoni- ano

(4.37) representa uma definicdo local satisfatéria de quantidades conservadas para
espac¢os tempos com a forma KS na relatividade de Einstein. O primeiro fato a favor é que,
quando o primeiro termo do lado direito de (4.37), que denotaremos a partir de agora
por
pvap a }

=— € VIXP+ V ,gXF
i 16m

(4.38)

é calculado nas solugdes de Schwarschild e Kerr, a contribuicdo: Vag'oa XB, fornece a
outra metade da massa que faltava ao termo de Komar (3.5). Para mostrar isso, observe

que a métrica de Kerr pode ser escrita na forma® KS (em coordenadas BL) como

—dr 4Mp dp + (0~ 4Mp + a*) o’
e = — , + a“ cos 129)d
P —2Mp+a (B—ZMp+
1°)?
dr

+ g2 cos® 9dF + (o?
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+ a? ) sin® z9d(p2# (4.39)
oM o*+ 2% cos? 9 2 2
— Mp
+ .
p2+a2coszz9 dT+pz—2Mp+a2dp—asm e,

onde o termo no colchete é o espaco de fundo, que neste caso é Minkowski. Integrando
AH sobre a 2-superficie definida por: 7 = cte., p = cte., tomando o vetor de Killing

X"=(1,0,0,0), obtemos que

~

AH[X] = AH"n,,d9d@ = M.

1,0=Ccte. 1,0=Ccte. (4.40)

3 Isso é conseguido tomando A = 0 em (4.18) e usando (4.24) para transformar a forma KS de
coordenadas esferoidais nas coordenadas de BL.
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Portanto, a contribuicdao de AH, fornece exatamente a massa M do buraco negro. Este
fato nos sugere definir a quantidade AH como sendo:

AH = Hamiltoniano local relativo ao espaco de fundo. (4.41)

A palavra “relativo” significa que a quantidade é “medida” em relacao ao espago de fundo,
ou melhor, o espaco de fundo é um “nivel de referéncia” para esta quantidade. O segundo
fato a favor é que, se assumirmos como certa a definicio acima, e calcularmos a
contribuicdo de AH para solugdes de buracos negros com A ~= 0, nossos resultados
concordam com os resultados obtidos por definicoes globais [16, 9, 43], com o método de
BY [33, 34] e com o método de super-potenciais KBL [31, 13], com a diferenca de que
nossos resultados sdo independentes da superficie de integracdo. Por ultimo e em
terceiro lugar, quando examinamos a termodindmica do buraco negro para A < 0, a
nossa expressao de energia local relativa (4.38) nos permite derivar a formula de Smarr
desde uma perspectiva geométrica em vez de uma puramente termodinamica. Isto sera

visto mais adiante no capitulo 6.
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5 Comparacao com outras defini¢oes

Neste capitulo pretendemos comparar a nossa proposta local com as defini¢gdes
de quantidades conservadas vistas no capitulo 3. Para fazer isso precisamos definir um
espaco tempo que satisfaca simultaneamente todos os requisitos de cada definicao. O
candidato mais plausivel para isso é o buraco negro Kerr-AdS, definido pela métrica
(4.16). Observe que este espaco tempo satisfaz todos os requisitos de cada definicao:
primeiramente, é assintoticamente AdS, além disso, satisfaz a condicdo quase local (ii)
em (3.43) (para superficies com 7 = cte., p = cte.) e, finalmente, tem uma forma KS com
AdS como espaco tempo de fundo, o que obviamente satisfaz (3.2).

Definimos a energia e o momento angular local associados a uma 2-superficie

tipo espaco %, como as cargas locais dadas por

1 . ; (5.1)
HI#] =
ap= AHI :
Vil + Vo grolaih]
I [
nap
- 1 - , (5.2)

) Ag_H[(pu] =

Eg_ vV la (pﬁ] + Vo g-o[a

.
onde t* e ¢* sdo os respectivos vetores de Killing geradores da simetria temporal e axial

do espaco tempo.

5.1 ADM vs Hamiltoniano local

Pode-se encontrar a massa m,p,, de Kerr-AdS, usando a formula obtida em (3.39).
Para fazer isso, primeiro é necessario transformar a métrica Kerr-AdS, (4.16) em
coordenadas TH. Isso é feito usando a seguinte transformacao [16]:

AZT SR? =0 1+ Aa® cos® 93 + a? sin? 9
T=T, ’
p cosd
=Rcos 3
0 ¢o=
q) _
(5.3)

Fazendo esta transformacao, encontra-se que [16]
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lﬁ 2 “3/2 5 7
-|~._'
© R
Aa? ~7/2 5 (54)
Ngo = 2Ma  sir=,, © : ’ 14+ = ]
in AL -5/2 -3
sin*© 1 sin® 3 / + O(R3).

+ 0 R-1
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Portanto, usando (3.39), temos AL , a2
o a
A 2A -
= 1+
M ADM ]M
9
aZ

)

.
2Ma*sin*© 1+ Msin?© /2

o oo
foo 0 S 0 SO (5.5)
2 -3/2
Mo A sin? @ sin @404
- 41T
3
- Ad> 2 —5/2 3
MAa
_ 1+ 3 sin® sin @404d®
8rmr
M

= 2
que é a mesma massa obtida em [16]. Analogamente, usando a férmula (3.41), se

encontra que o momento angular J,,, € [16]

1
Jaibm= [y - (T R aM. (5.6)
1 Eiv uv 81T w ¢ TI}I= =
32
T
Agora, vamos calcular essas mesmas quantidades usando as féormulas locais
dadas em (5.1) e (5.2). Vimos na secdo 4.1.1 que a métrica Kerr-AdS, pode ser levada
numa forma KS com AdS como espago de fundo. Nas coordenadas esferoidais de
Gibbons, esta forma KS pode ser expressa como [39]
" 2, 2 2
1+ /\ﬂzcosze)(l_Arz)! r“+a“cos” 6
ds?= -— it z ? dr?
5= * + a®)(1 - 4,2
P + a? cos? 046" + (+* + a°) sin’ O

+
1+ Aa%cos’ 0 )3 ¢
3
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2
(5. 7)
r* + a* cos” O " Iy
2Mr 1 $ AP cos® asin“ 6
0 S
2 2
tpe ta cos” 0 g P+ a1 A } dr — 2

Poderiamos transformar esta forma KS em coordenadas TH, porém a expressao resul-
tante é muito complexa. Felizmente, podemos calcular essas quantidades trabalhando
nas coordenadas esferoidais de Gibbons. Isso ocorre porque os vetores de Killing
responsaveis por essas quantidades, mantém a mesma forma em ambos os sistemas de
coordenadas, i.e.,

p=0=0t3 , Ord L 20 N0 2

8T 8T ot T or aT30 dT3¢ o {
8

pu=0-00 00 w0 o
a0 aDIt oD or a6 I P

Isso é facil de verificar usando juntamente as transformacoes (4.24) e (5.3).

Para calcular as quantidades locais, tomaremos £ como 2-superficies de tempo e

d¢
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raio constante, i.e., t = cte., r = L. Temos, entdo, que para a quantidade conservada associada a
Tt

=\/_

1 .
1, =" (r* + a® cos? O) sin 6,

2(;’ /y 2

A Hir = cos 9) —a cos 9(3 /\ (3+
AdS Ar?) cos? 6) M

N e~ N N

+

N X

N O N

w~

M

1 + a)
2 (5.9)

2411(r* + a° cos

o M L(L*+d%)

Portanto, usando a
equagao (5.1), obtemos

DMsE = AaasH* nuvd6d¢ = 5, — 6 A (5.10)

Observe que se L. — «, entdo Ay,E — . Isso a primeira vista parece
contraditdrio, pois se espera que a energia relativa a AdS seja finita, ja que a divergéncia

deveria estar contida na contribuicdo de AdS para a energia total'. No entanto, nio ha
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nada de contraditério como mostraremos a seguir. Para fazer isso, vamos calcular a
contribuicao de AdS medida em relacao ao espaco de fundo de Minkowski. Observe que a
métrica AdS nas coordenadas esferoidais de Gibbons é descrita pelo elemento de linha
no colchete de (5.7). Podemos usar as seguintes transformacdoes:
@=®,rcos Rcos®, IR* _ 2 14+ Ad% cos® 6 3 +a?sin? 6, (5.11)
t= 0=
T,

para trazé-la para a forma padrdo dada nas coordenadas TH (3.21). Assim que tiver- mos
a métrica AdS nas coordenadas TH, podemos introduzir uma nova coordenada temporal

T" dada por

T"=T—R+ R, (5.12)
onde R* é a coordenada tortoise de AdS definida por
" r 3 1 /_\
. 1_ dR = tan R
A (5.13)
1 - 3 R2
A métrica AdS nesta nova coordenada assume a forma
2 a2 2 2

_h_ . + dR + R gortSin® AR aT* + dR )%,

ds? 040 | 3 ( (5.14)
+

que é uma forma KS com Minkowski sendo o espaco tempo de fundo. Invertendo todas as

mudancas de variaveis feitas, transformando separadamente o espago de fundo na
1

Isso porque sabemos que a densidade de energia de AdS é A e, portanto, a energia contida em um
volume V seria ~ AV, que diverge se V — «.
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equagdo acima, obtemos finalmente a forma KS de AdS com fundo minkowskiano em
coordenadas esferoidais de Gibbbons:

o dr? —2NR A®R sin  dtd6
2
A= AdS df\dr _ 20
- 5 31+ a’cos’ 0
_ A ] |
2 21y+ay 2 /\1’2 2 _
r~1- A+a”1- cos“ 6 2r min
3 ,[f;l 2 JﬁHI =5 At
. . =
+ 1—/\r2 ‘ 31— N 1+ —"H"§
(¢ + %) 3
o
1,2 + a* cos® 0 cos 29/\ + 112 1+ A cos2 0 2 2 2
3 (r ‘?,,z”
+ d6*+ +2a) sin d¢’ o
3
1+ a cosZGA
O oS Y
AR? 52
» a”sin 20
o o
+ 3 dt + 1 — Ar2 &dr+21+a2c0529TBd9 )
(5.15)

onde R é dado como fungao de r e 6. Portanto, calculando a energia local desta contribuigao,
tomando £ como no caso anterior, obtemos que
1 + a°) A
A HY _ (5.16)
Mink 2411(r% + a® cos’ 6)

e assim, a energia de AdS medida em rela¢do a Minkowski sera
R L(L; + a;) A

E= " Amink H*nuvd6dg = (5.17) 62
I

Mink

Considerando o fato de que a energia é uma quantidade aditiva, a energia local de

Kerr-AdS, medida em relacao a Minkowski, que denotaremos simplesmente como E, é

E = AAdSE + AMinkE = = Mapy- (5.18)
M <

Calculamos acima a energia local de Kerr-AdS,, E, usando 2-superficies com alguma
simetria (“esferas de raio constante”). Porém, vale a pena perguntar, se teriamos obtido o

mesmo resultado para E, usando qualquer outra 2-superficie fechada X. Sabe-se que a

contribui¢io Komar de (5.1) é independente de ¥ quando o vetor # é de Killing [2]. Seria
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de se esperar que a outra contribuicdo de (5.1) também possuisse esta caracteristica,

dado o carater local de (4.38). Vamos mostrar, usando diretamente a formula (5.1), que a
energia local E do buraco negro Kerr-AdS, é independente de ¥, ou pelo menos, para o

tipo de superficies consideradas a seguir. Mostraremos esta independéncia usando
superficies ¥ que podem ser descritas genericamente nas coordenadas esferoidais de

Gibbons como®:

t=cte,r=£(6,¢),-m<O<m0< ¢ <2m, (5.19)

2 . , N ~ J o v
Isto seria analogo a “equagdo paramétrica polar” da superficie.
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onde f é qualquer funcdo diferenciavel, que é periédica em ¢. Observe que para este caso
temos que as Unicas componentes diferentes de zero de n,, sao

n,= — N-gor L — — \-gor

J— — 4 t - )
A S (5.20)
Tz ¢ T

Usando a férmula (5.1), temos entdo que

E = AAdSE + AminkE

(5.21)
== Hga[“éﬁl + Ve g Bl + Vadsgola atfl n d6dg,
l [
vl
to +
\Y%
mink
onde g, € i SA0 as métricas AdS e Minkowski dadas nos colchetes (5.7) e (5.15)
respectivamente, e V ; é a conexdo associada a g, Desenvolvendo a integral acima,
temos
9.4 22 AL 2 2
— —_ + o
J 2ot a*r=1 =740 + Ar) cos™B
— . 2 2 2 M2 sin 6
E=5 = 8m(r“ + a“ cos” 6)
4 . A3 A2 32 2 -
- 81(r* + a° cos” 6)*
a [m]
»
a’r T+320520 gin2 9 cos® ED
M ax 1+ "? sin 63 3
I ¥ icos2 8 99 2o dod
r“+ a”cos =
a7 D 1- J'L;L ¢
[m]
~o g0 at4+-2220528 (5 0 5in2 @ A*sin®0 _ 9 0s B
— = zz I ml 66 O— +

81(r* + a® cos’ 6)
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m]
1.7 2
tan-éﬁf 2B A

(5.22)

sin ODDDD d39d¢

o
2 .2
Aa” sin 9_2 cos O

DEIDEI -
d
+ oo ‘
o¢ 241
O~
ZD - a*1 + 2029 (45 9 gin2 O
= 3 —
JM . m [m] e Ry e | -
)¢ai? e 20
? 1 Vo' 3atan 1oy
u]
+ 0 g 241
M
= ZZ’

d¢
D.
21T
o q_SA 0
Ll D
Do
o
O
sin 6 o,
d6g

onde usamos a periodicidade de 217 na variavel ¢ e o fato de que sin 17 = sin 0 = 0.

Vemos entdo que o resultado obtido acima é independente da fun¢do f e portanto

de I. Esta é uma das grandes diferencas entre a nossa proposta e métodos globais, os

quais estdo obrigados a avaliar integrais necessariamente no infinito espacial
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para obter myp,. Em nossa proposta local interpretamos m,,, simplesmente como a

energia local de Kerr-AdS, medida em relacdo ao espaco de Minkowski. Esta
interpretacdo faz sentido dado que o espaco de Minkowski ( “o nivel de referencia”), é o
espaco tempo onde todas as quantidades ADM sdo nulas. Observe que a divergéncia na

quantidade A,4E, comentada anteriormente, é perfeitamente compreensivel nesta

perspectiva, pois a energia de AdS torna-se cada vez mais negativa a medida que L
cresce, ou seja, “o nivel de referéncia” é cada vez mais negativo. Na figura (1), se observa
bem este comportamento.

Muitos autores consideram E como a energia “correta” do buraco negro de
Kerr-AdS,, ja que o vetor de Killing gerador da simetria temporal concorda (a menos de
um fator) com um dos geradores da algebra de Lie do grupo de simetria O(3, 2) [16].
Como veremos na préximo capitulo, esta energia tem certa vantagem quando Kerr-AdS,

é analisado termodinamicamente, pois a partir dela é possivel obter a primeira lei.

Por outro lado, para calcular o momento angular local do buraco negro, toma-
mos I como nos casos anteriores. Usando a equacdo (5.2) obtemos que o momento
angular de Kerr-AdS, medido em relacdo a AdS, é

AadsHY npvd@dg = aM
Doss ] = '

i
y2

O célculo simples de A, J, a partir de (5.15), mostra que o momento angular local de
AdS em relagdo a Minkowski é zero (“AdS ndo gira”) e, portanto, o momento angular total

de Kerr-AdS, medido com relagao a Minkowski, que denotaremos por J, sera

aM
J= AAdS J+ AMink] = ;]ADM' (5.24)

Analogamente, como foi feito para o caso de E, pode-se também mostrar a
independéncia de | com respeito a f.

5.2 BY vs Hamiltoniano local

Para comparar nosso método local com o método BY usaremos as coordenadas
BL, pois nessas coordenadas é mais facil satisfazer a condicdo (ii) de (3.43) usando
2-superficies com 1 = cte., p = cte. Para fazer isso, vamos fatiar o espaco tempo Kerr-AdS,

usando 3-superficies de tempo constante 7 = cte.,, e tomaremos como coordenadas

espaciais: p, 3, ¢. Observe que o vector de deslocamento N,, neste caso sera

(5.23)
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Nizgoi=

Ap_A5p2+ 112{1 79!.

(5.25)

0,0,

sin

(p2 + a% cos’ 9)
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Energia
A
j i Kerr-AdS
E
A E
= Minkowski
L
‘i.'l-l.h}.E
Y

AdS

Figura 1 - Grafico de energia versus L.

Tomaremos M como 3-superficies de raio constante, ou seja, p = cte.. Portanto, o C,

serdo 2-superficies com 1 = cte., p = cte., onde o vetor normal é dado por

5

1
v -1/2 0 _A\{; 00 pT .IE":I
O.;JE(VV ) » Y .

(5.26)

N D

N _Q

N M O O

9

Observe que ¢’ N, = 0, portanto a condicio (ii) de (3.43) é automaticamente satisfeita.
Precisamos encontrar o K da 3-superficies M, que é dado por

K=y

21.'-1.- DN"+ D NM—oyi , (5.27)
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onde NM e NI\/_I sao a fungdo lapso e o vector de deslocamento de M respectivamente.

r M
P2+4; cosy & e N

Observe que N = = (. Portanto K é simplesmente dado por

JAYe) i

K=— ydyi
2NM P
2A0atcos’ 9+ 6p23M  2p + Ap® + a® 6M cos® 9 + 2p(1 + cos® ) (2Ap? 3)

NI 5 5 5 5 5 5 o
2 3 p6M—3p+Ao") +a(AD"—3)(0"+a cos" I
(5.28)
Com esses resultados, temos entao
que myy, sera dado por
e C 1
Mgy = Q") —n-B=— v 4 2Kl Ny, + 1M,

(5.29)
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onde m, é a contribuicdo do termo K, de B. Avaliando a integral acima, descobrimos que

™

mBY = _.l

V[Tnp] + ZKO'[TTZp] nip + mo
Ct

(3 + 2a%(2 cos® 9 - 5)/\)q— —2sin 6

ﬁ\.'ll
32 3%

AA9 O(/o’l)t| + m,

(3 + 104%A) sin™ aqi — 211\/—3AZ

3 p + 3 + O(pil)

8aA X

(5.30)

Note que se nao levassemos em conta a contribui¢do de m,, esta massa divergiria quando
P — =, 0 que obviamente nao faria sentido, dado que se espera que esta massa tenda
para a massa m,p,, neste limite [21]. Portanto, para que o método BY seja consistente, é
necessario introduzir estes contra-termos. Por isso alguns autores o chamam de
“método dos contra-termos”. Por exemplo, Caldarelli [33] usando o seguinte
contra-termo:

w
<
|
)
@8]
[\S}
||
@3]

S50=  dx y 4 RlE w 1

- vaR _BR = A (5.31)

e tomando uma normalizacdo do vetor Killing, tal que: =19 ele gonseguiu
mostrar que [33] MBY = MADM + o(p‘l)'
JBY = JaDM + O(p ). (5.32)

Vamos agora calcular estas quantidades conservadas utilizando o nosso método

local. Usaremos os vetores Killing t* = 9, e ¢* = 0, Observe que a métrica (4.16) pode ser
reescrita na forma KS, usando as transformagdes (4.24), como

- 1- 0%+ a*sin? 9 A _4Mp = dp-— 2aN(P? + a°)
s? ~ la+ o 'BdT ! sin* 9
d?2 _ T 32

Tde

(a*a + p*B — ZM;O&(,O2 + a* cos® ) 2
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+ ok p  4Map sin* 9
+ 52 2 o Apde
X(a“a + p”B)
3(0% + azé.os2 9 (0% + a%) sin? 9
* 3+ Aa?cos 9 o+ z ¢
2Mp  dr+ 0%+ a* cos? 9 asin® 9 2
+___p’+ 2 20 P d
A

a* cos? 9 wa+pp

(U W

(O8]
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onde a=1- a’A M A P

3 B= - Jo; o
(5.34)
3
Tomaremos £ = C,, com raio\f) = L. Temos entdo que para o Ve%tor de Killing t*:
£ = L
My = 4
+
a
2
c
0
S
2
J
)
S
i
n
J
i
A HP M p? 20%* + a? sin® & + a? cos® & 2p° — a? sin* &
p(p? + a*)A
AdS B 81m(0? + a* cos® 9)°
247T(p2 + a%cos® 9)
(5.35)
Portanto, a energia local de Kerr-AdS, medida em relacao a AdS é
) AaasHY npvd9de = M L(Ly+ ay) A
A usE = =L
(5.36)
)2 62

Da mesma forma que fizemos na se¢do anterior, podemos calcular a energia de AdS
medida em relacdo a Minkowski. O resultado obtido para este caso é

L
£ Lot ) (537)

Mink

62

Portanto, a energia total que denotaremos por E, seria
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, ) ., M
E = ApgsE + DyiE ="
(5.38) Observe que se tomarmos a normalizacdo de Caldaxelli [33] para o vetor Killing
t, o resultado para E seria exatamente M appp 1550 porque AH[#] é linear em #. Contudo,
considerar esta normalizagdo é um tanto “arbitraria” no sentido de que ndo ha nenhuma

razao “fisica” para fazé-lo. Como sugerido por Gibbons [44, 41], é possivel interpretar E
desde uma perspectiva fisicamente mais razoavel, considerando o referencial descrito
pelas coordenadas de BL como um referencial que “gira” em relacdo ao referencial
descrito pelas coordenadas esferoidais. Neste referencial que “gira”, a energia de
Kerr-AdS, é dada por E, enquanto que no outro referencial (“estatico”) a energia é E. Isto
é facil de ver usando as transformacodes (4.24). Note que o vetor de Killing 9, esta

relacionado aos vetores Killing d, e 9, via [44]

o oo o9 000 090 o Mo
ey e T (539
o oTor arar 130 34 (5-39)

Torop” ot

onde aA/3 é interpretado como a “velocidade angular” entre os referenciais. A partir
desta relacao entre os vetores Killing, pode-se expressar E em funcao de E e J. Isso é facil
de encontrar em nosso método local, usando a linearidade de AH em seu
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argumento,

E = AadSE + AMinkE

~ ~

AminkH[0r ]
= AadasH[or] +
) ) © AMinH[0] - , AMinkH[9¢] (5.40)
= ba AadasH[0g] + A
AadsH 3 3
[0] —
- LL*+a)p M L(L* + a°) \
- 62 —3 (—]) + 62
A
J
3

que é o mesmo resultado obtido em [44].

Por outro lado, para o momento angular local ]/ temos que d, = J, e portanto,

], teria o mesmo valor obtido em (5.23).

Vemos entao que uma grande diferenga entre nosso método local e o método BY é
que nosso método ndo precisa adicionar contra-termos para obter a energia de
Kerr-AdS,. Além disso, o método BY s6 pode obter a energia de Kerr-AdS,, tomando o
limite p — =, diferente do nosso caso, onde E pode ser obtido usando qualquer

2-superficie %.

5.3 Super-potencial KBL vs Hamiltoniano local

E claro que tanto o super-potencial KBL (3.16), quanto o hamiltoniano local
(4.38), representam correg¢des ao super-potencial de Komar (3.9). Isso pode ser visto

observando que as expressdes para J** kg e AH,, sdo construidas a partir de J** g,

acrescentando uma corre¢ao em cada caso. Também foi visto que ambos sao métodos
métrico fundo dependentes, onde as quantidades conservadas sdo relativas a um espaco
de fundo definido. No entanto, apesar destas semelhancas, existem duas grandes
diferencas a destacar entre o nosso método local e o método KBL. A primeira diferenga
clara é que a massa m,p,, tem uma interpretacao diferente no método KBL. Por exemplo,
no caso do buraco negro Kerr-AdS, esta massa é conseguida com um super-potencial

relativo ao espago tempo de AdS, ou seja, m,,, € relativa a AdS, ndo a Minkowski, como
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em nosso método. Isto é facil de ver usando as coordenadas esferoidais de Gibbons e
calculando a integral [31]

~

EKBL = dD’zx] tr’ (5.41)

o

onde | "¢ dado em (3.16) tomando guz)mo AdS e g, como a métrica de Kerr-AdS. Estes

calculos foram feitos para dimensao arbitraria em [31], onde obteve-se que

M — )W —=1] g+
- — (D2 ) ,
[ = gz [(D ¥
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onde g 2 é o determinante da métrica da (D — 2)-esfera e

Aa?
n n ,LIZ
=Tz, w=02"% F=1+ (5.43)
i=1 _ & 3
- =1

Calculando a integral (5.41) com | " dada pela expressao (5.42), obtém-se para o caso
D = 4, que [31]

M = . 5.44
ExpL= — M apm ( )

A segunda diferenca entre nosso método local e o método KBL é que, assim como no

método BY, a massa de ADM no método KBL, s6 é conseguida se a superficie de

integracao for uma esfera de raio infinito r — <. Se, por outro lado, usassemos esferas de

s s . S . U
raio finito r = L, seria facil ver integrando a expressdao |  que

~

M
EKBL|r=L = a2 ] =T+ Ov),
r=L

(5.45)
2

i.e, a energia E;; dependeria de termos de segunda ordem em M, o que nao acontece
com nosso método local, j& que a contribuicdo A,sE (5.10) evidentemente contém
apenas termos de primeira ordem em M.

Uma anadlise analoga para o momento angular pode ser feita, chegando os mesmos
resultados acima.
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6 Termodinamica de Kerr-AdS,

Ao contrario da termodinamica usual, que trata com sistemas finitos (sem levar
em contra sua origem mecanico-estatistica), para sistemas como buracos negros, as
variaveis termodinamicas sdo definidas a priori, ou seja, dependem de objetos geo-
métricos que definem a geometria do buraco negro. Portanto, para se ter uma boa
termodinamica, é necessario que essas grandezas estejam bem definidas. As quais
normalmente sdo: a energia, 0o momento angular e a entropia que esta relacionada com a
area do horizonte de eventos. Essas quantidades podem depender do observador, pois na
RG, os observadores estdo ligados a sistemas de coordenadas, ou mais exata- mente, aos
chamados: frames. No entanto, o que ndo pode depender do observador sdo as leis da
termodinamica. No caso do buraco negro de Kerr, sabe-se que uma boa termodindmica
pode ser estabelecida, onde as variaveis que entram na primeira lei sdo as grandezas
medidas por um observador inercial localizado no infinito espacial. Porém, quando a
constante cosmolégica é levada em conta, ndo é mais tdo simples estabelecer uma
termodinamica satisfatéria. Isto porque nao temos uma “receita” para identificar as
quantidades conservadas de um buraco Kerr-AdS que sejam compativeis com a primeira
lei [44]. Atualmente, a ideia que tem sido mais aceita pelos autores é a de introduzir A
como uma variavel termodinamica adicional. O resultado mais satisfatorio foi obtido por
Kastor [26] para buracos negros SAdS. Ele usou integrais de Komar com potenciais
Killing, para obter uma lei de Smarr e uma primeira lei, onde a massa cumpria o papel de
entalpia e a constante cosmoldgica, como uma pressdo de vacuo. Uma generalizacdo do
trabalho de Kastor foi posteriormente feita por Dolan
[27] considerando rotagdo.

Neste capitulo pretendemos deduzir os resultados obtidos em [27, 28], utilizando nosso
método local desenvolvido nas secOes anteriores. Veremos que a lei de Smarr, pode ser
estabelecida desde uma perspectiva puramente geométrica. Além disso, propomos uma
solugdo para o problema da independéncia de entropia e do volume para buracos negros

sem rotacgao [27].

6.1 Meétodo candnico de Iyer-Wald

Para o caso de buracos negros estacionarios assintoticamente planos, existe um
método bastante geral para provar a primeira lei da termodinamica de buracos negros a
partir da introdug¢do do conceito de entropia canonica. O método foi desenvolvido por
Wald e lyer [25, 24]. Esta abordagem é baseada no lagrangiano da teoria e vale para
qualquer solucao de buraco negro que satisfaca as equacdes de movimento derivadas do
lagrangiano. Mostraremos a seguir, as ideias centrais do método. Para
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simplificar, tomaremos o caso D = 4. Considere uma teoria da gravidade descrita por um
lagrangiano difeomorficamente invariante da forma (2.7), com ¢ sendo uma solugao de
buraco negro estacionario para suas equag¢des de movimento. Um buraco negro
estacionario é descrito por dois vetores de killing # (translagdes temporais no infinito

espacial) e ¢* (rotagdes aximétricas no infinito espacial). Os dois combinados formam

um horizonte de Killing descrito por [2, 45]

K =t + Q¢*, (6.1)
onde Q é uma constante, conhecida como a velocidade angular do horizonte. E bem

conhecido que o horizonte de eventos H de um buraco negro estacionario é um
horizonte de Killing [2, 45], i.e, é uma 3-superficie nula, tal que K,K* ;; = 0. Esse

horizonte tem a estrutura: H = H* U B U H [45], onde H" sdo 3-superficies chamadas

horizonte de eventos futuro (passado) e B é uma 2-superficie, que tem a topologia de

uma 2-esfera, conhecida como: ponto de bifurcacdo do horizonte [45]. Como ¢ é uma

solucdo estacionaria de buraco negro, ¢ deve ser invariante sob as isometrias geradas
por t* e ¢* e, portanto, também de K¥, i.e., £,¢ = 0 [25]. Se £,¢ = 0, entdio O(@, £,0) = O e,

portanto, w(@, 6¢, £,¢) = 0. Segue entio das equacdes (2.50) e (2.52) que [25, 30]

~ ~ ~

0= (6Q(K) ~K-0) = ,(5Q(K) —K-0) + - (6Q(K) K- ©),

onde X é a 3-superficie limitada por B e = é o infinito espacial. Dada a linearidade da

derivada de Lie e o fato de que ©(¢, 5¢) é linear em &¢, temos que J e, portanto

Q, sdo lineares em seus argumentos. Entdo, usando (6.1) na integral .. da equacao
acima, obtemos

~ ~ ~

-(6Q(K) —K-0) = .(6Q(t) —t-0) + Q .(6Q(p) —¢ - 0) . (6.3)

A energia (ou massa) canonica M e o momento angular candnico ] de um buraco negro
estacionario sdao definidos como quantidades, cuja primeira variacdo é dada por [24, 25,
30]

~ ~

oM="_@EQ®)-t-0), 8 =~ -(6Q(9) ~¢-©).
(6.4)
Veremos a seguir que essas defini¢des fazem sentido quando consideramos o caso do
lagrangiano da RG. Por outro lado, em [24, 25] é mostrado em detalhes que

K

(6.2)
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5 (0Q(K) —K-0) = »70S,, (6.5)
onde K é a gravidade superficial do buraco negro e S,, é a entropia candnica, comu- mente

conhecida como Entropia de Wald, a qual é definida por [45]

S =9 _OL nuv naﬁ dB,

SR
B pvap (6.6)
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onde L é a densidade lagrangiana usual e 1, € o bi-vetor normal de B, normalizado na

forma nwn“V = —2. Com todas essas definicdes, a equacdo (6.2) se torna

K
M = 57705, + Q5] (6.7)

que é conhecida como primeira lei da mecanica dos buracos negros, a qual é valida
para qualquer teoria da gravidade baseada em um lagrangiano difeomorficamente
invariante, que admite uma solu¢ao estaciondria de buraco negro.
ParaocasodaRGM, ] e S, se reduzem a quantidades bem conhecidas. A energia
canonica é reduzida a massa ADM usual [25]
1
M= 1apm = 161 dsPh oy, — o, . 68) -

Para o caso do momento angular, mostra-se que o termo ¢ - © é nulo no infinito espacial
[25] e, portanto,
1 @". (6.9)
-5,V H

Im> NN S N—

Por ultimo, observe que a entropia de Wald, no caso da RG, se reduz a
n _ 1 ) 1
¢ Olge, P dB = dB = dB

R nMVnuv _
86 wap MY 8 B 4

~

[sS
s~

S

(6.10)

~ N3 |

B

onde Ay denota a ared do B. O resultado acima é a bem conhecida entropia de um buraco
negro assintoticamente plano.

6.2 Termodinamica de Kerr-AdS, via método local

Poderiamos estender o método canonico de Iyer-Wald, para incluir o caso de
espacos tempos assintoticamente AdS, como Kerr-AdS,. Porém, mesmo que a entropia de

Wald esteja perfeitamente definida para esses espacos, o método falha porque as
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quantidades M e | divergem [26]. Além disso, o formalismo nao é capaz de fornecer uma
lei de Smarr compativel com a primeira lei da termodinamica. Veremos que, usando o

nosso método local, desenvolvido nas sec¢des anteriores, estes problemas podem ser
superados.

Examinaremos a termodinamica para o caso especifico do buraco negro esta-
cionario Kerr-AdS,, sob a perspectiva de dois referenciais. O primeiro destes, é o
referencial estatico ndo rotativo (RENR) [44], que é descrito pelas coordenadas esferoi-

dais de Gibbons (t, 7, 6, ), onde a métrica de Kerr-AdS, assume a forma dada em (5.7)

e os vetores de Killing t* e ¢* sdo dados por

=0y " RENR = 0y



Capitulo 6, Termodindmica de Kerr-AdS,

0 segundo, é o referencial estacionario rotativo (RER) [44], descrito pelas coordenadas
de BL (1, p, 3, @), onde a métrica de Kerr-AdS, é dada por (4.16) e os vetores de Killing t#+
e ¢" sdo

=0, t = 0,
" RER ¢

(6.12)

A energia e o momento angular de Kerr-AdS, medidos por esses referenciais foram
calculados no capitulo anterior. A energia e o momento angular do RENR sdo dados pelas
grandezas ADM (5.18) e (5.24). Para o caso do RER, a energia e o momento angular sdo

dados pelas quantidades Ee ]' obtidas na sec¢do 5.2

El!'_‘lE -
M , RER== M
RE 22 2
a u]
NR JRENR= M Iz JRER= ad
_ JREMR
=

6.2.1 Formula de Smarr

E bem sabido que para o caso da termodinamica com constante cosmolégica nula
(Kerr), as grandezas que participam da primeira lei satisfazem uma relacao analoga a
equacdo de homogeneidade da terglodirkémica usual. Essa relacdo tem a forma

2-smA-Q=0, (6.14)
que é conhecida como formula de Smarr. Para o caso de um buraco negro Kerr-AdS,, um
termo ndo homogéneo aparece na equagdo anterior, como serd mostrado a seguir,

usando as definigdes de energia e momento angular dadas em (5.1) e (5.2).

Como ocorre no caso A = 0, o horizonte de eventos de um buraco negro

Kerr-AdS, é um horizonte de Killing descrito pelo vetor Killing nulo

" ke + QReng ENR RER RER e ¢ t6.15)
onde
7 u u i A,
Prene~ Prern’ RENR 3 PRER- (6.16)
Eo+
RER

Note que as variaveis ()’s de ambos os referenciais estdo relacionadas via

Aa

QRER = QRENR + '3

(6.17)

(6.13)
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QRENR = ay pr

onde 3 ;e Qur =
2, 2 - (6:18)
+

+

sendo 7, o horizonte de eventos, definido como a maior raiz que satisfaz a equacgao

A
. 3+ +a)1-=7r* —2Mr, = 0.

(6.19)
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Com nossa féormula de energia local (4.38), podemos encontrar a quantidade

conservada associada a ¢Y. Nao é dificil mostrar, usando quer seja coordenadas

esferoidais ou coordenadas BL, tomando o horizonte de eventos r, como superficie de
integracao %, que -

M

K A7
AyHIE] === A+, (6.20)
Ty 2
onde 8m + )
417(r?
Ajp = area da superficie de bifurcacao = il
FE— 32 (1-AP) — 23 + M), (621)
= (Tﬂ _ + + & +
« 2 ’ (r* +7%%)

. + o+
r=r+

Observe que K e A sdo quantidades escalares e, portanto, valem o mesmo para ambos os

referenciais’. Por outro lado, usando (6.15) e dada a linearidade de AH em seu
argumento, obtém-se a seguinte relacao:

- AAdsH[tu ) AAdSH[(Du ]
) ] + QreEnR r RENR
AAas
H[¢"
;
T
A, HI[ S (6.22)
u
] + QRER AAdSH[(p ] RER

r+

As contribui¢des das integrais dos membros direitos da equagao acima podem ser
calculadas colocando L = r, em (5.10), (5.36) e (5.23)

- M 2 + 2 A = ERENR—
A, HI[ ]= o rr ) EAds(r+)
+
RENR _ _
) e 32 ="z

; A, sHl¢! aM  REnR
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62

= —JRENR E
2
3

) 2, 2

u M r+(r + 4%

AaasH[tggr] = 5 — 63 A = ERER—
nry EAdS(r+)
aM
A, Hlp!
Ads [(P ] == ~JrERs RER

T+

onde E ,,5(r,) é a energia de AdS “contida” no horizonte de eventos definida a partir de
(5.17) como

Ay HIE - r + 2% A (6.24)
E. 1= I=
(7 AminkH[
)
RENR
Py r+ RER 62
Introduzindo os resultados das equagdes (6.23) e (6.20) em (6.22) temos
=E -Q J -E (r)=E -Q
K pAp4+M RENR ~ RENR RENR  AdS + RER ~ RER
—-E (r).
]RER AdS( +)
8mr 22 (6.25)

De agora em diante manteremos a convengao de que quantidades sem roétulos significam que valem o
mesmo para ambos os referenciais: RER ou RENR.
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Pode-se eliminar M da equacdo acima, expressando-a em termos das variaveis E, | e A.
Para o caso do referencial RER temos que M = Ey2 e, portanto, obtemos a seguinte
formula de Smarr ndo homogénea

ERER K
2 —8mAs ~ Qrer Jrer = Eaus(rs)- (RER) (6.26)
Por outro lado, para o caso do referencial RENR, temos
. g =IRENR
M = EponeX? ERENR J?
- RENR 2
RENR
e assim, (6.25) se reduze a
ERENR K I2
A — =E ot
, - 8_ RENR QRENR]RENR A?%QE-D)R' 6 A, (RENR) (6.28)
m

a qual é também uma formula de Smarr ndo homogénea.

6.2.2 Primeira lei

Obviamente, quando se examinam as formulas de Smarr ndo homogéneas dadas
em (6.26) e (6.28), em ambos os casos, a propria formula sugere que deve existir um par
conjugado de variaveis termodinamicas (P, V) responsaveis pelo termo ndo homogéneo,
tal que este pode ser expresso como: —PV. A escolha mais adequada e natural que se

pode fazer é introduzir A (em ambos os casos), como uma pressao de vacuo [28, 27], i.e.,

pP=— A . (6.29)
81T
Uma vez definido P dessa forma, V estaria dado por
2
4m(r + a)r, ’
1% 1%
81TE ,45(r.)
— _ 6.30
RER = geo = A = ( )
32 2
41T RENR

VRENR= Vgeo+ ———
& 3 ERENR

onde V, € 0 “volume geometrico” do buraco negro. Introduzidas estas novas variaveis,
as formulas de Smarr (6.26) e (6.28) se tornam

ERER K ERENR K
2 — g7 AB— QRER JRER + PVRER = —  — g AB— QRENR JRENR + PVRENR = 0.
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(6.31)
Com as defini¢des (6.29) e (6.30), espera-se que a primeira lei da termodinamica

; e ) 2
seja satisfeita, a qual deveria em ambos casos ter a forma

dE — =4A, — QdJ = VdP. (6.34)

[

Em principio, também se poderia considerar uma primeira lei da forma

dE —-2d4A, - Qd] = —pav. (632)

m
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Caso RER

Para este caso, é facil verificar calculando os diferenciais das variaveis termodi-
namicas (expressos em funcdo de: r,, a, A), que a primeira lei ndo é satisfeita. Pode-se
pensar que fomos muito restritivos na definicdo da variavel pressio P em (6.29). Ob-

serve que se considerarmos P como uma funcdo nio apenas de A, mas também de a,

verifica-se

OERER K 0Ag JIRER OP(A, a
= VRER . 6.35)
éh or, or,
8T
ar,
ORER

Portanto, se existir uma P(g, A) tal que a primeira lei seja satisfeita, esta fun¢do deve

satisfazer

OB = —F ads(r )1 a_E%Ei—L%A_B 20 Olger (6.36)

dInP(Aa) - f ()1 QEup—KIA; Ipsr (637)
oA AdS ™ T+ ER oA 81T oA )

Porém, é facil mostrar que

PmpPAa) & lf;}\’;/\' a) (6.38)
_— a
dadl\ =

Concluimos entdo que é impossivel obter uma primeira lei na forma (6.34), usando as

defini¢des de energia e momento angular para o caso RER.

Caso RENR

Ao contrario do caso anterior, para o referencial RENR, é possivel obter uma
primeira lei com as definicoes dadas em (6.29) e (6.30). Esta primeira lei é

JE _ K_ dAB + QRENRd]RENR + VirenrdP.
RENR= "3 (6.39)

T

A primeira lei acima foi obtida por Dolan [27] a partir de argumentos puramente
termodinamicos. Nesta primeira lei, a variavel Vg (6.29) é interpretada como o
“volume termodinamico” [28] e, Eggyg cOmo a “entalpia termodinamica” [27].

Embora seja possivel estabelecer uma lei de Smarr (6.31) e uma primeira lei (6.39) para o
buraco negro de Kerr-AdS, onde a constante cosmologica é introduzida como
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um cabelo na teoria, hd uma inconsisténcia observada primeiramente em [27] nesta

termodinamica. Note que para um processo com Jpgyg = 0, 0 volume termodinamico
Vieng reduz a

VreNR(a = 0) =43 4 Ap 3/2
r.o=13 *

3 -

Contudo, esta forma é descartada, pois em ambos os referenciais verifica-se que

: (6.40)

[

0E K OA; ol oV
_ 5 0.

or. smor. 2o bre

=0,

(6.33)
T4
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portanto, a energia termodinamica seria
U = Eggng — PVieng = f (A), (6.41)

i.e.,, U dependeria apenas da variavel A;. Além disso, a formula de Smarr (6.31), fixaria
estas duas variaveis e, assim, ndo haveria nenhuma dinimica neste caso.

Uma maneira de evitar esta inconsisténcia apresentada é redefinir a variavel P como
veremos a seguir. Considere uma lei de Smarr da forma

ERENR K
2~ 8mAs ~ Qrern Jreng + APV =0, (6.42)

sendo @ um numero adimensional, P uma func¢io desconhecida que s6 depende de A
e V o volume conjugado a P, o qual estaria determinado a partir de

]2
EAdS(1’+) + G_.R]ENRA

V=— .
(6.43)

aP(A)

Queremos encontrar uma P(A), tal que a primeira lei (6.39) seja satisfeita nestas novas
variaveis. Observe que isso sé é verdade se

IQ

dlnP dERENR — K dAB_— ()RENR 2[RENR
AN dA— 817 dA 2 %.44}= N
areenn EAdS(r+) + Trenk: p
cuja solucao geral é
P(A) =C(-N), &> 0, (6.45)

onde C é uma constante e, nos restringimos apenas a a positivos, para evitar diver-

géncia em P, ao tomar o limite A — 0. Com P dado acima, o volume termodinamico seria

entdo

V
_ YRENR( Ayia g«
V="ore N, a<1, (6.46)

onde novamente restringimos a < 1, para evitar divergéncias. Observe que para o caso
= 1, P e V reduzem as variaveis da termodinamica do Dolan. Note também que, usando
essas novas varidveis, a inconsisténcia termodinamica ocorrida quando Jgsg = 0 €
superada, pois

e /= f(Ap).
3 N (6.47)

Um possivel candidato para o valor de a é fornecido pelas teorias gauge da
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super-gravidade e teorias das cordas, onde a constante cosmolodgica A e a constante de

gauge de acoplamento g, estdo relacionadas via [28, 16]

A= -3¢ (6:48)
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Note que se tomarmosa = 1/2e C = \413 em (6:43), obtemos

P(A) = A 3 (6.49)

3
i.e, a “pressao termodinamica” acaba sendo precisamente a constante de gauge de acoplamento

g. 0 volume termodinamico seria neste caso
Veeng V' —55
= “RENR © 38 (6.50)

41T

Alei de Smarr e a primeira lei seriam

E +
LRenr + 8V _K AB— QRENR JRENR = 0,

2 8 (6.51)

dERENR =;ﬁdAB + QRENRAJRENR + V dg.



6.2, Termodinimica de Kerr-AdS, via método local




7 Conclusoes

Exploramos a possibilidade de obter hamiltonianos locais no contexto do for-
malismo LWI para o caso da Relatividade Geral. Assumindo uma parametrizacao
arbitraria da métrica, demos condi¢Ges de integrabilidade local para a existéncia destes
hamiltonianos. Vimos que ao reduzirmos os graus de liberdade na métrica, é possivel
associar um hamiltoniano local para o caso de solu¢des das equagdes de Einstein que
possuem a forma KS. A estrutura geral deste hamiltoniano consiste de uma parte com-
pletamente determinada pelo lagrangiano de Hilbert-Einstein, mais uma “constante de
integracao”, gerada pela arbitrariedade na definicdo de B e o operador “d”. A parte
resultante do lagrangiano de Hilbert-Einstein foi interpretada como um hamiltoniano
local relativo ao espacgo de fundo da forma KS.

Embora tenhamos reduzido os graus de liberdade da métrica para obter este hamiltoni-
ano, quando calculamos as quantidades conservadas a partir deste e comparamos com os
resultados obtidos por outros métodos, para certas solu¢des de buracos negros, os
nossos resultados estio de acordo com os resultados dos demais métodos. Além disso,
mostramos, para o caso particular do buraco negro Kerr-AdS,, que as cargas calculadas a
partir deste hamiltoniano sao independentes da forma da superficie de integracgdo, o que
é um fato que reflete e confirma o carater local do método. Ressaltamos que este é um
carater que s6 a nossa proposta possui.

Finalmente, a termodinamica do buraco negro Kerr-AdS, foi examinada desde a pers-
pectiva do nosso método local. Conseguimos deduzir com sucesso a lei de Smarr, a partir
de argumentos puramente geométricos. Ao introduzir A como uma variavel
termodinamica adicional na teoria, conseguimos reproduzir os resultados obtidos pre-
viamente por Dolan. Além disso, demos uma solug¢do para o problema da dependéncia do
volume com a entropia, para o caso particular de buracos negros sem rotacao, surgido na
termodinamica de Dolan. Vimos que esse problema pode ser superado redefinindo as
variaveis de pressdo e volume, onde a pressao pode ser interpretada como a constante de
gauge de acoplamento das teorias das cordas e de super gravi- dade.

Embora neste trabalho nos concentremos no caso D = 4, tudo indica que o0 nosso

meétodo local funciona bem para o caso de dimensdes maiores. Alguns calculos foram

realizados para o caso D = 5, e constatou-se que nosso hamiltoniano local é capaz de
reproduzir a energia e o momento angular corretos do buraco negro Kerr-AdS.
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APENDICE A - (3 + 1)-Formalismo

Considere um espaco tempo 4-dimensional M com métrica g,,, equipado com a
conexdo de Christoffel V. Suponha que em M existe um campo vetorial diferenciavel

nao nulo 7, O teorema de Frobenius nos diz que se [2, 46]
n[yvvna] = 0, (Al)

entdo 7, define uma familia de hipersuperficies X, as quais sdo normais as linhas de

fluxo geradas por n". O teorema garante que essas hipersuperficies geram uma foliagao

de M [46]. As folhas %, sdo descritas por uma fungao global ¢ da forma
L:f (&) =1t (A2)

onde assumimos que M é parametrizado por coordenadas globais . Se n* for de tipo
tempo (tipo espaco), as folhas X, terdo métrica riemaniana (lorentziana). O caso quando

u

n" é nulo, a métrica induzida em 2, é degenerada. No desenvolvimento que se segue

abaixo excluiremos este altimo caso.
. . . a . . s
Pode-se introduzir coordenadas locais x™ nas folhas, ou seja, “parametriza-las”, de modo
que a equacdo acima possa ser resolvida por
& = FH(t, x"). (A.3)

Obviamente, como qualquer processo de parametrizacado, este é ndo Unico. Na verdade,
essas parametriza¢des sdo determinadas pelo grupo de difeomorfismos gerados por um

campo vetorial [2].

A equacdo acima define um sistema de coordenadas global (¢, x"), adaptado a foliac3o.

A base de coordenadas deste sistema satisfaz:

Fl ¢ ot L
Z ot %47 1,
é
£
e

I N~ g~

08" ot
e Q

«=dxa > &(V1) = 93,961 = 0. (A5)
Os vetores e, sdo normais a Vt. Por outro lado, o vetor e, é denominado vetor de
evolucdo, o qual gera o difeomorfismo entre as folhas. Em geral, o vetor de evolugdo ndo
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é paralelo ao vetor normal unitario n das folhas. Por convencdo o vetor n é sempre

tomado apontando na diregdo de crescimento de ¢, i.e.,
n, =+ &V V'HVEV ¢, (A.6)
onde (+) se n, for de tipo espaco e (-) se n, for de tipo tempo.

Pode-se decompor o vetor normal unitario n* na base de coordenadas {e, e,} conve-

nientemente na forma
n= N'e,— N'Ne, (A7)



Observe que N é independente da parametrizagio x”, e depende apenas da escolha da

funcgdo global t, i.e., da foliagdo. Isso pode ser visto contraindo a equagdo acima com
V ,t, usando (A.4),

N= +VutVH 7% = (5420712, (A8)
A fungdo N é obviamente um escalar e é conhecida como: fun¢ao lapso. O 3-vetor N"é

conhecido como: vetor de deslocamento. Observe que o vetor de deslocamento
depende da escolha da parametrizacdo das folhas X, Como existe arbitrariedade na

escolha da foliaco e na parametrizacio de X, as variaveis N e N’ sio consideradas graus
de liberdade de gauge.

As componentes da métrica na base {e, e,}, podem ser expressos em termos das

quantidades: N, N” e da métrica induzida na folha, a qual é definida como
ha = gle, €,). (A9)
Em termos de N, N” e 1, as componentes da métrica guv sao dadas por
g"=+*N? ¢"=3IN?WN, g,=*N*+I'N;N, g,=N, (A.10)

gi=hy &=+ N HHNN, (A11)

0 elemento de linha pode ser escrito de forma compacta como sendo

ds? = +N2df2 + h, (Ndt + dx®) N'dt + dx” . (A.12)

A.1 Equacoes de Gauss-Codazzi

Considere uma folha fixa 2 de M parametrizada pelas coordenadas ¥ 0s veto-

res (n(x"), e,(x™)} formam uma base para vetores definidos em ¥ (nio simplesmente

aqueles que vivem no espacgo tangente de 2 ). Assim, pode-se decompor a derivada

direcional dos vetores de base e, da forma

V se, = Kan +%) M, (A.13)

A quantidade K av é um tensor simétrico de 2 , e é chamado de tensor de curvatura

extrinseca, também conhecido como a segunda forma fundamental de curvatura. Este
tensor contém toda a informagdo sobre a do ponto de vista

curvatura da folha 2

extrinseco. A quantidade (Y)Fdﬁ-.!:é a conexao Christoffel de 2 .

. 1 s
Tomando o produto interno” de (A.13) com o vetor normal unitario n, se encontra uma

expressao explicita para calcular o tensor de curvatura extrinseca
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K(Zb = il’l ¢ vea eb = ieb ¢ veu n. (A14)

«n

Denotamos o produto interno em rela¢do a métrica g,, por
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Por outro lado, a derivada direcional de n ndo tem componente normal, i.e.,

~ b “be
Vin=3Kle, K =h Ka. (A.15)

Em geral, a derivada direcional de um campo vetorial Z & X em relagdo a outro campo

vetorial Y € X é dado em termos de K av e da conexdo de X , que denotaremos daqui

em diante por D . Esta derivada direcional é dada por
~ i b T Ao b
7 =Y D auZ eb+KabY Z n.
Y
(A.16)
A equacdo acima relaciona as conexdes V e D . Portanto, se as conexdes estio relacio- nadas,
os tensores de curvatura também estardo relacionados. Observe que
” ” C ~ ~£Z ~ " b — ” ~b - c ~(1 ~ d
V-V-Z =X DcY DaZ FKadK X Y Z " e
X Y (A.17)

c
+ X YD a
Z Kb+ X 0,
KaY®Z" n.

Invertendo X < Y naequacgdo acima, temos o comutador

h ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
- = O | TKaK +KaK" Z X Y"
(VXVY - VYVX) Z “ ‘ ’

+D.Z"X,Y Te

+ hK~ub Z~ b X~, \{~ “+ Riemann de 3. Togﬁélnscio X~,
Y ,Z
onde ®) R

D ¢cKab—D aKbe X

b
‘yiz tq,

€ o respectivo tensor de
acia
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como vetores de

base de coordenadas, chegamos a uma expressdo mais simples

Rewv(e)(e)e)f = TR dea FKadK' +Kcak” (e)?+ D c¢Kai—D aKde 1o
(A.19)

Dado que n é normal a e, a equagao vetorial acima é totalmente equivalente as equagoes

D aKbe—D b Kac = R5,,n%e)(e,)(e,)” (A.20)
bed = a B u ~ - ~ ~
=) Rj C Raﬁuv e, Fledled yizg e *KaK
(A21)

Este par de equagdes sdo as chamadas equacdes de Gauss-Codazzi. Estas equagdes

relacionam as geometrias intrinsecas de M e X , a partir do tensor K ab.

As equagdes de Gauss-Codazzi sdo construidas com quantidades tensoriaisde M e X .

E conveniente evitar esta mistura e trabalhar com um par de equacdes equivalentes, mas
construidas apenas com quantidades tensoriais de M. Para isso, pode-se associar a cada

tensor em 2, um tensor equivalente em M que contenha toda a informacdo do tensor
definido na folha. Para ver como isso pode ser feito, considere o caso simples de um

vetor X * € 3, Define-se seu vetor equivalente em M (X*) pelo pushforward

X=X “(e ). (A.22)



A.I. Equagdes de Ganss-Codazzi

Para o caso de vetores covariantes (1-formas), X « € %, a 1-forma equivalente (X,) é

. . . . - “ab <,
encontrada, primeiro obtendo o seu vetor equivalente em %,, ou seja, X “=h"X b. Em

seguida, usamos (A.22) para encontrar X*, e logo usando Su» podemos baixar o indice.

Em geral para qualquer tensor T & 2, definimos seu tensor equivalente em M por

THHp = o B (eal )pl . (ELZP )IJP_ (A23)

Observe que todas as componentes de T*'"*" associadas ao vetor base e, sdo nulas por

definicdo. No caso da métrica da folha / ab, 0 seu tensor equivalente em M serd dado por

= 1 e ) e,)". (A24)

“ab _ ab_
=8

Observe que Iy F nunb, o qual segue de (A.11) e (A.7). Como g e n sdo quantidades

tensoriais, temos
h* = g"" ¥ nkn". (A.25)

Usando (A.10) e (A.7), mostra-se que: W= 0, h = 0, o qual confirma que (A.25) é a
forma correta de o tensor que representa a métrica da folha em M.

Por outro lado, o tensor de curvatura extrinseca K a» foi obtido na equagao (A.14), a qual
pode ser escrita como

Kt = F(e)(e)PV 4. (A.26)
Portanto, o tensor que representa a curvatura extrinseca em M é dado por

K = TK “(e)(er)” = 7V anpled)(ed)’ h * b "(ea)(er)” = FH*HFV anp.  (A27)

Estamos agora em condi¢des de encontrar a forma equivalente em M das equagdes de
Gauss-Codazzi. Para a primeira equacao (A.20) temos que

DK D K" = 1 n Y " (D aKbe—D 5K ac)(ei)*(ej)"(ex)”
e
=1 n Y " tRopan® e .
opARM () RUVaB = Jy"ai 10 )"k 1A ) R abed(er )H(ef)V(ek
)a(el )R

(e)(e)(en)® (e
Y (ej)"(ex)®

= +h" PP Rooagn®.

Para a segunda equacdo (A.21), temos que
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(A.28)

= 11 % Ropan (e0)? (een) (e ()% K ad K bt K ac K b (e1)(e)"(ex) (1)

= hHORYPRNBN Ropan ¥ KMB Kva + KHa KVB,
(A.29)

Pode-se contrair as equac¢des de Gauss-Codazzi e obter expressdes mais simples. Observe

que a acao de baixar ou subir indices de tensores de 2, com g,, é equivalente
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a fazé-lo com h,,. Contraindo a equacao (A.28) com h,, e utilizando o fato de que

Dgh,, = 0, obtemos que

DuK* — DY K = +huah*hPYhP Roprpn®
1

Bv O'=$ R
W n af _ZRgOB

= TRop

Para a segunda equacdo (A.29), contraindo com h,, temos
apAn
@) RvB =
haphHopvP
h9ARBn R

FR
apAn
= hYPHRN Ren

hBvno. (A.30)

B v B

nn' ¥ KPK™ £ KK*,

(A31)

onde K = hyVK“V. Contraindo novamente com h,, finalmente obtém-se que

1 1
Ry == Bgy ntn’ =% ‘é) RT K2+ K, K" (A.32)

A partir desta equagdo pode-se expressar o escalar de Ricci como

R=®RFK?+ Kuw K" + 2RpviP'n”

= ORFKP+KwK" +2 KP—KwK" 72V nPVon® +2Ve nPVpn®

= (Z)R$Kuvavi K°F Vo 2n° YV pnP — 2PV pon®
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