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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo de um sistema de spins esféricos quanticos supersimé-
tricos com interagoes de curto alcance. Examinamos as propriedades criticas do sistema,
ambas a temperatura zero e a temperatura finita. O modelo exibe uma transicao de fase
quantica a temperatura zero sem quebra de supersimetria. A temperatura finita, a super-
simetria é quebrada e o sistema exibe uma transicdo de fase térmica. Determinamos as
dimensoes criticas e computamos os expoentes criticos. Em particular, descobrimos que
o modelo é caracterizado por um expoente critico dindmico z = 2. Também investigamos
as propriedades de correlagoes em uma rede unidimensional. Finalmente, exploramos
a conexao com uma versao nao-relativistica do modelo sigma nao-linear supersimétrico

O(N), e mostramos que é equivalente ao sistema de spins esféricos no limite de N grande.

Palavras-chave: 1. Transicoes de Fase Classicas. 2. Transicoes de Fase Quanticas 3.

Modelos de Rede Soluveis.

Tavares, Ladislau Vieira Teixeira. Modelo Esférico Quantico Supersimétrico com
Interagoes de Curto Alcance. 2021. Tese de Doutorado em Fisica — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2021.
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Abstract

This work is dedicated to the study of a system of supersymmetric quantum spherical spins
with short-range interactions. We examined the critical properties of the system both at
zero and finite temperature. The model undergoes a quantum phase transition at zero
temperature without breaking supersymmetry. At finite temperature, the supersymmetry
is broken and the system exhibits a thermal phase transition. We determined the critical
dimensions and computed critical exponents. In particular, we found that the model is
characterized by a dynamical critical exponent z = 2. We also investigated properties
of correlations in the one-dimensional lattice. Finally, we explored the connection with
a nonrelativistic version of a supersymmetric O(N) nonlinear sigma model and showed

that it is equivalent to the system of spherical spins in the large N limit.

Keywords: 1. Classical Phase Transitions 2. Quantum Phase Transitions. 3. Solvable
Lattice Models.

Tavares, Ladislau Vieira Teixeira. Supersymmetric Quantum Spherical Model
with Short-Range Interactions. 2021. Doctor in Physics Thesis — Londrina State
University, Londrina, 2021.
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1 Introducao

Este trabalho é dedicado, principalmente, ao estudo de um modelo de spins es-
féricos quanticos supersimétricos com interagoes de curto alcance. Esse modelo refere-se
a uma extensao supersimétrica de um sistema de spins esféricos quanticos, isto é, um
modelo de rede envolvendo variaveis de spin continuas, —oco < S; < oo, associadas a
cada sitio de uma rede hipercibica. Os spins estao sujeitos ao chamado vinculo esférico
> S2 = N, em que N corresponde ao niimero total de sitios da rede.

A Hamiltoniana H, associada ao modelo esférico classico, proposta originalmente
em [1], é dada por

1
He = 3 > T SeSy. (1.1)
r,r’/

Uma versao quantica do modelo esférico pode ser construida introduzindo uma dindmica
nao-trivial para aos spins por meio de um termo cinético envolvendo o momento conju-
gado a Sy, por exemplo, da forma ~ > . Pr2 [2]. Desse modo, a quantizagdo candnica
pode ser imediatamente realizada. Alternativamente, caracteristicas quanticas podem ser
introduzidas usando as integrais de trajetéria [3].

Versoes classicas e quanticas de spins esféricos tem sido estudadas intensamente
em um grande numero de situagdes (2, 3, 4, 5, 6, 7]. Isso se deve principalmente ao
fato de que eles sao exatamente soliveis, mesmo na presenca de um campo externo, e
apresentam expoentes criticos nao-triviais. Isso esta em contraste com o modelo de Ising,
que na presenca de campo possui solucao analitica apenas em uma dimensao espacial.
Dessa maneira, o modelo esférico constitui uma ferramenta 1til para examinar uma série
de questoes de grande interesse no estudo de fendmenos criticos e transicoes de fase.

O modelo esférico supersimétrico tem sua origem na busca de mais generalizagoes
de estudos anteriores mantendo o mesmo espirito do modelo esférico, isto é, sem perder as
propriedades notaveis mencionadas acima. Normalmente, as versoes esféricas envolvem
apenas variaveis de spin escalares Sy em cada sitio, que depois de serem quantizadas
correspondem a graus de liberdade bosénicos. Uma generalizacao natural dessa situacao,
consiste em adicionar graus de liberdade de carater fermionico em cada sitio. Isso pode
ser feito de uma maneira controlada, exigindo que os novos graus de liberdade estejam
em pé de igualdade com os graus de liberdade bosonicos, isto é, exigindo que o sistema
seja supersimétrico.

Ao longo dos anos, o cenario de supersimetria tornou-se muito mais amplo, indo
muito além de sua concepgao original na descrigao de particulas e cordas [8]. Os esforgos
para colocar a supersimetria em um contexto mais amplo, além da fisica de altas energias,
devem-se em grande parte a dissonancia com outras teorias fisicas, nas quais, em geral, a

elegancia das descricoes tedricas é agraciada por evidéncias experimentais.
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Além do cenario de altas energias, lugares favoraveis para encontrar supersimetria
estdao em sistemas envolvendo muitos graus de liberdade, como aqueles frequentemente
considerados em mecanica estatistica e fisica da matéria condensada. Um dos primeiros
exemplos é o surgimento da supersimetria no modelo de Ising tricritico [9, 10]. Mais
recentemente, um niimero de estudos tem reportado que a supersimetria emerge em pontos
especiais do espaco de pardmetros em varios modelos quéanticos [11, 12, 13, 14, 15, 16].
Naturalmente, em todos esses casos, a supersimetria é pensada em um sentido efetivo,
diferente da proposta original. E nesse sentido que tratamos o modelo supersimétrico
discutido neste trabalho, isto é, descrevendo graus de liberdade efetivos.

Lembramos que o modelo esférico quantico é semelhante a um modelo de rotores
quénticos [7], que por sua vez pode ser usado para descrever excitagoes a baixa energia
de muitos sistemas [17]. Portanto, é esperado que o seu equivalente supersimétrico possa
também desempenhar um papel interessante em tais sistemas.

Esta tese estd dividida em duas partes. A primeira parte, que possui um carater
mais introdutoério compreende os capitulos 2, 3, 4 e 5. Os demais capitulos sao dedicados
ao estudo do modelo supersimétrico.

O capitulo 2 apresenta alguns conceitos bésicos associados as transi¢oes de fase.
Concentrando nas transi¢oes de fase continuas, sao estudadas as transi¢oes liquido-gas e
ferro-paramagnética e, ao final é feita a comparacao entre elas. O capitulo 3 é dedicado
ao estudo do modelo esférico. Inicialmente sao discutidas as principais caracteristicas do
modelo. Em seguida, é feita a formulacao do modelo esférico quéantico, e é obtida a sua
solugdo empregando o formalismo de integragao funcional. Focando nas interacoes de
curto alcance, é estudado o comportamento critico em ambos os casos de temperatura
zero e temperatura finita. No capitulo 4, é mostrada a equivaléncia entre o modelo esférico
¢ o modelo sigma nao-linear. E calculada a acdo efetiva do modelo na expansio 1/N,
e em seguida é mostrado que os modelos sdo equivalentes no limite estrito N — oo. O
capitulo 5 é dedicado ao estudo de supersimetria. Inicialmente, é dada uma ideia sobre
supersimetria. Logo depois, é apresentado o conceito de superespago, nos casos em que o
nimero de supersimetrias ¢ ' =1e N = 2.

No capitulo 6, é investigado o modelo esférico supersimétrico. Esse modelo é obtido
empregando o formalismo do superespaco e, em seguida é calculada a funcao de particao.
Sao analisadas sob quais condigoes a supersimetria é quebrada. No capitulo 7, é feita a
analise do comportamento critico quantico do modelo esférico supersimétrico no caso de
interacoes de curto alcance. Sao obtidos os expoentes criticos associados, a magnetizacao
bosonica e a suscetibilidade. No capitulo 8 também ¢ estudado o comportamento critico do
modelo, no entanto, para o caso de temperatura finita. O objetivo do capitulo 9 é analisar
a funcao de correlagdo do modelo esférico supersimétrico. No capitulo 10 é discutida
a equivaléncia do modelo esférico supersimétrico com uma versao nao-relativistica do

modelo sigma nao-linear supersimétrico. E obtida a acao efetiva do modelo na expansao
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1/ N e, ao final é feita a comparacao com o modelo esférico.

Este trabalho é baseado nas seguintes publicagoes:

e L. G. dos Santos, L. V. T. Tavares, P. F. Bienzobaz, Pedro R. S. Gomes, Su-
persymmetric Quantum Spherical Spins, J. Stat. Mech. (2018) 123104, arXiv:1806.05656.

e L. V. T. Tavares, L. G. dos Santos, G. T. Landi, Pedro R. S. Gomes, P. F.
Bienzobaz, Supersymmetric Quantum Spherical Spins with Short-Range Interactions, J.
Stat. Mech. (2020) 023104, arXiv:1910.04007.



2 Aspectos Sobre Transicoes de

Fase

O objetivo deste capitulo é discutir alguns conceitos basicos sobre transi¢oes de
fase. Inicialmente é dada uma ideia geral sobre transi¢oes, por meio de exemplos. Fo-
cando nas transi¢oes de fase continuas, é investigada a transi¢ao liquido-gas empregando
a teoria de Landau e é feita a comparagao com a transicao ferro-paramagnética. Ao final é

mencionada a existéncia de um mapeamento entre transi¢coes de fase térmicas e quanticas.

2.1 Nocoes de Transicoes de Fases

Em nosso cotidiano, nos deparamos com inimeras situa¢des nas quais se torna
evidente o fenémeno de transicao de fase ou, comumente chamado, de mudanga de estado
fisico. A passagem de um sistema termodindmico de um estado fisico para outro decorre
da variacao de parametros de controle externo. Entre os inimeros exemplos em que este
fend6meno é observado podemos citar o derretimento do gelo a 0 °C (submetido a pressao
de 1 atm), a evaporagao da dgua a 100 °C e a transicao ferro-paramagnética do ferro a
770 °C [18].

As transicoes de fase sao divididas em duas categorias: as transi¢coes descontinuas
(ou de primeira ordem, de acordo com a antiga classificagdo de Ehrenfest) e as transigoes
de fase continuas (de segunda ordem) [19]. Para nos aprofundarmos no entendimento das
transicoes de fase utilizaremos a dgua e um sistema ferromagnético como exemplos.

O diagrama de fase da dgua, ilustrado na figura (1), é muito rico e além disso
contempla ambas as classes de transi¢goes de fase, continua e descontinua. Sendo assim,

este diagrama pode nos fornecer uma ideia geral sobre as transi¢oes. Nesse diagrama, sao

critical point
T=647 K
P.—2.2%10" Pa

liquid
solid

gaseous

triple point
T=EE
P=6000 Pa

100 200 300 400 500 600 700
T(K)

Figura 1 — Diagrama de fase da agua em termos da temperatura e da pressao. O ponto
tricritico esta localizado em (7 = 273 K, P, = 6000 Pa) e o ponto critico em
(T. = 647 K, P. = 2,2 x 107 Pa). Fonte: [20].

representadas trés fases da dgua, a sélida, a liquida e a gasosa. De maneira geral, uma vez



Capitulo 2. Aspectos Sobre Transicoes de Fase 5

conhecidos os valores da temperatura e da pressao, (7', P), podemos dizer em que estado
fisico a agua se encontra.

Entre uma fase e outra existe uma "fronteira", denominada curva de coexisténcia de
fases (ou linha de transigdo de primeira ordem). Dependendo do interesse, podem ser es-
tudadas, por exemplo, a transicao solido-liquido, liquido-gasoso, entre outras. O ponto re-
presentado pelo par de coordenadas de temperatura e pressao, (T3 = 273 K, P, = 6000 Pa),
¢ chamado de ponto triplo, e neste ponto a agua coexiste nos estados sélido, liquido e ga-
soso. Outro ponto muito importante é o que correspondente as coordenadas (T, = 647 K,
P. =22x107 Pa), e é conhecido como ponto critico. A linha de coexisténcia de fase
liquido-gas termina no ponto critico. Neste diagrama, este ¢ o nico ponto que exibe
uma transicao de fase continua ao ser cruzado tangencialmente. Para valores maiores que
(T¢, P.) nao hé distingdo entre liquido e géas.

A transicao liquido-gas pode ser caracterizada em termos das respectivas densi-
dades, p; da fase liquida e p, da fase gasosa. Existem intmeros caminhos que podem
ser percorridos no diagrama (1) a fim de atravessar a linha de coexisténcia liquido-gés,
sejam eles considerando a pressao constante e variando a temperatura, ou variando a
pressao e mantendo a temperatura fixa. Para todos estes caminhos a transicao de fase é
descontinua, e antes do sistema passar a estar integralmente na outra fase é observada a
coexisténcia de fases.

Podemos pensar em percorrer exatamente a linha de coexisténcia das fases liquido-
gas do diagrama (1) variando simultaneamente a temperatura e a pressao. Como nesta
linha ambas as fases coexistem, é natural pensar em algum parametro que dependa da
diferenca entre as densidades, p o (p; — pg). A medida que nés aproximamos da tem-
peratura critica, a densidade da agua tanto na fase liquida como da fase gasosa vao se
tornando iguais e, consequentemente, p vai se aproximando de zero continuamente. No
ponto critico nao existe distin¢ao entre p; e pgy, e a diferenca entre as densidades se torna
nula. Isto nos leva a ideia de que possamos definir a diferenca de densidades p como o
chamado pardmetro de ordem. Por meio deste pardametro temos informagao com respeito
ao estado fisico no qual o sistema se encontra.

A identificacao de um parametro de ordem nos permite analisar o problema em
questao por meio da teoria fenomenolégica de Landau, proposta na década de 30, [21].
A teoria de Landau é muito utilizada para investigar as transi¢oes de fase continuas, e a
ideia bésica é estudar a transicdo de fase nas vizinhangas do ponto critico [22, 23]. Isso
justifica escrever a energia livre de Gibbs como uma expansao em série de poténcias do
parametro de ordem, pois na regiao da criticalidade o parametro de ordem possui um
valor pequeno. No caso da transicao liquido-gés, podemos considerar que a energia livre

do sistema tem a forma
9(T, P, p) ~ Ag + A1p+ Asp? + Asp® + Asp*, (2.1)

em que os coeficientes Ag, Ay, As, A3 e A4 podem depender da temperatura e da pressao.



Capitulo 2. Aspectos Sobre Transicoes de Fase 6

Um dos coeficientes da expressao acima pode ser anulado fazendo um deslocamento no

parametro de ordem, isto é, p — p’ + ¢, conduzindo a expressao
g(T, P,p") ~ Bo+ Bip' + Bap™ + B3p”® + Bup', (2.2)
com os novos coeficientes

By = Ao+ Aic+ A+ AA5+ FAy
Bi = Aj+2cAs+ 3245+ 43 Ay

By = Ay+3cAs+6c¢2A,

By = As+ 4cAy

By = Aa. (2.3)

Ao fazer a escolha ¢ = —i%, o termo cubico é anulado e a energia livre (2.2) é reduzida
a

g(T, P,p') ~ By + Bip' + Bap” + Bap', (2.4)

no qual os coeficientes se tornam

AA Ag A2
_13+23

By = A
0 07 44, " 1642
ArAy A3
By = A - 5
! 17 o4, +8A§
343
By = Ay——3
2 2 SAL
By = Au. (2.5)

Ao escolher um caminho para atravessar o ponto critico tal que o coeficiente
By (T, P) é nulo, obtemos uma transigdao de fase continua. Este caminho corresponde
precisamente a uma trajetéria tangencial a linha de coexisténcia [23]. Neste caso a equa-
cao (2.4) passa a ser escrita essencialmente em termos de poténcias pares do parametro

de ordem,
g(T7 P> pl) ~ BO + 32[1/2 + B4P/4- (26)

Assim, podemos determinar as solugoes de p que minimizam a energia livre. A condicao

de minimo para (2.6),
20/ (Ba +2Bup?) =0, (2.7)

admite as seguintes solugoes para o parametro de ordem:

+ By se By<0

, { 0, se By >0
p =
T 2By
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Isso mostra que By é uma funcao que muda de sinal conforme atravessamos o ponto
critico, por exemplo By o (T — T¢). Essa suposicao pode ser justificada empregando a
teoria de van der Walls no estudo do comportamento de fluidos em que é possivel concluir
que By ~ (T =T.)+ O ((I' - T.)*) [22].

A figura (2) mostra o comportamento de (g(7, P, p') — By) como fungao do para-
metro de ordem. No caso em que T > T, a energia livre (2.6) apresenta um minimo em
p' = 0. Na situagao em que T < T, (linha tracejada) a energia livre possui dois minimos,

com p' # 0.

aiT,P.s'-8g

Figura 2 — O pardmetro de ordem que minimiza a equagao (2.6) apresenta diferentes
valores dependendo do valor da temperatura. Quando T" > T, o/ = 0 e no
caso em que T' < T, p' # 0.

Consideremos agora a transicao ferro-paramaganética. A temperatura ambiente,
o ferro exibe uma fase ordenada (ferromagnética) em que a magnetizagao total do sistema
¢é nao-nula. Para temperaturas superiores a 770 °C a magnetizacao ¢ nula e, por sua vez,
o sistema se apresenta em uma fase desordenada (paramagnética).

A figura (3) ilustra a configuragao dos spins nas fases ordenada e desordenada de
um sistema ferromagnético bidimensional. A fase desordenada (figura (3a)) é simétrica,
no sentido de que ao girar os spins em torno de uma direcao aleatéria a magnetizacao
é invariante (continua sendo nula). Por outro lado, na figura (2b), os spins apontam na

mesma direcdo e a invariancia rotacional é espontaneamente quebrada.

a b

W7t 7%y 11irrent
IN=/N\ ) Trrrrent

Figura 3 — Em (a) cada spin aponta em uma diregao aleatéria (fase desordenada) e em
(b) todos os spins apontam em uma tnica diregao (fase ordenada).

Vamos considerar o modelo de Ising, em que os spins sao substituidos por variaveis

binarias, S; = £1. Nesse caso, a magnetizacao é dada pelo escalar m = <% > SZ-> ea
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simetria quebrada é a simetria discreta de inversao Zs, m — —m. Portanto, o parametro
de ordem pode ser identificado como m, uma vez que a partir do valor associado a ele
podemos saber em qual fase o sistema magnético se encontra. A energia livre para este
sistema também pode ser escrita em termos de poténcias do parametro de ordem, levando

em conta a simetria Zo,
f(T) ~ Cy+ Cgm2 + C4m4, (2.9)

em que os coeficientes Cp, Cy e Cy sao fungoes dependentes da temperatura. Assim como
no caso da transicao liquido-gés, o coeficiente C'» muda de sinal conforme atravessamos o
ponto critico.

Uma pergunta natural que surge é a seguinte: como pode sistemas com carac-
teristicas tao distintas como a dgua e o modelo de Ising (em trés dimensoes espaciais)
terem comportamentos similares para a energia livre nas proximidades do ponto critico?
A resposta para esta questao é que as transi¢oes de fase continuas sdo mais universais que
as transicoes de fase descontinuas, no sentido de que dependem apenas das simetrias e da
dimensionalidade do sistema em questao. A existéncia de correlagdes de longo alcance no
caso das transi¢oes continuas, faz com que o sistema ignore a maioria dos detalhes mi-
croscopicos, dependendo apenas de elementos mais gerais. Nesse sentido, dizemos que a
transicao continua liquido-gés e a transicao ferro-paramagnética se enquadram na mesma
classe de universalidade.

A tabela (1) expressa o pardmetro de ordem e algumas quantidades termodinami-

cas como funcao de uma grandeza adimensional chamada de temperatura reduzida, que

¢ definida como t = T%CTC O papel de t é medir a distancia do ponto critico. O com-
Transicao liquido-gas Transicao ferro-para.
Par. de ordem: p(T) ~ |t|° Par. de ordem: m(T) ~ |t|°
Compres. térmica: «(T') ~ |t|~7 Suscetibilidade: x(7T") ~ |¢t|~7
Calor especifico: C(T) ~ [t|™¢ Calor especifico: C(T) ~ [t|™¢
Isot. critica: p(T = T¢, P) ~ (P — PC)1/5 Isot. critica: m(T = T, H) ~ H'/?

Tabela 1 — Comparacao entre algumas quantidades fisicas associadas a um fluido e um
sistema magnético.

portamento de cada uma destas quantidades fisicas esta associado a uma lei de poténcia,
que por sua vez esta caracterizada por um expoente critico. A magnetizacao, a suscetibi-
lidade, o calor especifico e a isotérma critica, estao associados aos expoentes criticos 3, 7,
a e ¢, respectivamente. O conjunto de expoentes criticos ditam o comportamento critico
e enquadram determinado sistema em uma classe de universalidade.

Dois outros expoentes criticos podem ser adicionados a tabela (1), um associado
ao comprimento de correlacao, e outro ligado a funcao de correlacdo. O comprimento de

correlagao é governado pelo expoente critico v, definido como

§(T) ~ It ™. (2.10)
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Na temperatura de transicao, o comprimento de correlagao diverge e consequentemente
havera correlagao entre dois spins quaisquer, que se comporta de acordo com a lei de
poténcia

1

G(r) ~ o (2.11)

com 7 sendo o expoente critico da funcao de correlacdo. O pardmetro d presente na
expressao acima corresponde a dimensao espacial do sistema.

As expressoes das energias livres (2.6) e (2.9) ndo levam em conta as flutuagoes do
parametro de ordem. Nesse caso, os expoentes criticos associados sao ditos expoentes de
campo médio e sao mostrados na ultima coluna da tabela (2). Em geral, um sistema exibe
duas dimensoes tipicas, chamadas de dimensao critica superior d,, e inferior d;. Abaixo de
d; o sistema nao é capaz de ordenar, ao passo que acima de d,, as flutuagdes do parametro
de ordem sao irrelevantes e, consequentemente, o sistema manifesta um comportamento
tipicamente de campo médio. Entre d; e d,, o sistema exibe expoentes criticos nao triviais,
tais como mostrados na primeira e segunda coluna da tabela (2).

A tabela (2) mostra os expoentes criticos associados ao modelo de Ising 3d. Os ex-
poentes criticos nao triviais diferem dos expoentes criticos de campo médio, mas possuem
valores préoximos dos resultados obtidos experimentalmente. Experimentalmente é obser-
vado uma semelhanca entre os expoentes criticos da transicao liquido-gas e do modelo de

Ising 3d.

Exp. critico Experimental Tedrico Campo médio
B 0,32-0,39 0,31 3
¥ 1,3-14 1,25 1
o 0-0,14 0,12 0
4] 4-5 5 3
v 0,6-0,7 0,64 3
n 0,05 0,05 0

Tabela 2 — Expoentes criticos experimentais, nao-triviais e de campo médio, associados
ao modelo de Ising em trés dimensoes espaciais. Os expoentes criticos apre-
sentados nessa tabela foram retirados da referéncia [24].

Tanto a transicao liquido-gas como a transicao ferro-paramagnética que acabamos
de discutir sao conhecidas como transicoes de fase térmicas. Esse tipo de transicao esta
ligada as flutuacoes térmicas do sistema e, portanto, sdo governadas pela temperatura.

Além das transicoes de fase térmicas, podemos encontrar também transicoes de
fase governadas por flutuacoes quanticas. Essas transigoes acontecem no limite estrito
de temperatura nula, e sdo conhecidas como transicoes de fase quanticas. Nesse caso, o
parametro responsavel pela transicao obviamente nao é a temperatura, mas sim algum pa-
rdmetro nao térmico, como pressao, campo magnético, ou constante de acoplamento. As

transicoes de fase quanticas podem ser entendidas e caracterizadas de modo semelhante
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as transigoes térmicas, umas vez que existe um mapeamento entre elas. Supondo que
um sistema exibe uma transicao de fase quantica em d dimensoes espaciais, este mesmo
sistema estard submetido, em geral, a uma transigdo de fase térmica em (d + z) dimen-
soes, em que z € conhecido como expoente critico dinamico. Discutiremos essa conexao

explicitamente no capitulo 10.
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3 Modelo Esférico Quantico

Este capitulo é dedicado ao modelo esférico quantico. Inicialmente, sao apresen-
tadas as caracteristicas principais do modelo e na sequéncia é discutida a sua versao
quantica. Considerando interagoes de curto alcance, é estudado em detalhes o comporta-

mento critico a temperatura nula e a temperatura finita.

3.1 Introducao ao Modelo Esférico

Na década de 50, T. H. Berlin e M. Kac publicaram um artigo intitulado "Modelo
esférico de um ferromagneto', [1]. Nesse trabalho, os autores apresentaram dois modelos
similares ao modelo de Ising, o modelo gaussiano e o modelo esférico, os quais a priori,
poderiam ser empregados no estudo de transi¢oes de fase e fendmenos criticos.

Inicialmente, Berlin e Kac substituiram as variaveis de spin, S = +1, do modelo de
Ising por variaveis de spin continuas, que poderiam assumir qualquer valor entre —oo <

S < +o00. Em ambos os modelos o Hamiltoniano de partida é dado por

1
H= —52Jr’r/5r5r/ —HY S, (3.1)
r,r’ r
com o parametro Jpp = J (|r —r |) representando a interagdo entre os spins e depen-

dente apenas do modulo da distancia entre eles. O modelo é definido sobre uma rede
d-dimensional e H é o campo externo. A somatéria é realizada sobre os N spins perten-
centes a rede.

O primeiro dos modelos discutidos em [1], chamado de modelo gaussiano, tem
inserido na funcao de particao o chamado peso gaussiano. O papel deste termo é garantir
a convergéncia da funcao de particao. Entretanto, mesmo com este termo adicional,
o modelo nao é valido para temperaturas abaixo da temperatura critica. Nesse caso, a
funcao de particao torna-se complexa. Sendo assim, este modelo ndo é um bom candidato
para o estudo de transi¢oes de fase.

Em contrapartida, para contornar a "patologia' do modelo gaussiano, Berlin e
Kac propuseram o modelo esférico cldssico [1], vdlido para altas e baixas temperaturas
e exibindo uma transicao de fase térmica para as dimensoes espaciais d > 3. O modelo
esférico classico possui um comportamento anémalo a baixas temperaturas, com a entropia
divergindo a medida que 7" — 0.

Nesse modelo, as variaveis de spin S estao sujeitas ao chamado vinculo esférico,

definido como

> S =N. (3.2)
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Do ponto de vista das configuracoes que podem ser assumidas pelos spins, o modelo esfé-
rico possui um nimero maior quando comparado ao modelo de Ising. Geometricamente,
as configuracoes associadas ao modelo de Ising podem ser vistas como os vértices de um
cubo N-dimensional. No caso do modelo esférico, as configura¢oes assumidas pelos spins
sao representadas por meio dos pontos pertencentes a uma esfera N-dimensional com raio
Nz,

O modelo esférico é exatamente solivel em qualquer dimensdo d (mesmo com
H # 0), enquanto que o modelo de Ising possui solugdo analitica na presenga de campo
em uma dimensao. Na auséncia de campo externo, o modelo de Ising é exatamente soliivel
em d = 2 [25].

H. W. Lewis e G. H. Wannier em [26, 27], apresentaram outra versao do modelo
esférico, o chamado "modelo esférico médio". A solugao proposta por Lewis e Wannier é

matematicamente menos trabalhosa do que em [1] e o "vinculo esférico médio" é dado por

<Z Sf> =N. (3.3)

De acordo com o vinculo esférico médio, os spins ocupam em média a superficie de uma
hiperesfera [28]. As quantidades termodinamicas associadas a ambos os modelos sdo

basicamente as mesmas [4].

3.2 Formulacao e Solucao do Modelo Esférico Quantico

Como dito anteriormente, o modelo esférico classico possui certas anomalias a
baixas temperaturas, que sao corrigidas na sua versao quantica.
A versao quantica do modelo esférico pode ser obtida adicionando-se um termo

cinético a Hamiltoniana (3.1)
1
H=23 P =33 S SeSe = HY S, (3.4)
r r,r’/ r

em que o termo cinético é governado por um pardmetro g que controla as flutuagoes
quanticas e funciona como a temperatura no caso térmico. Além disso, as variaveis Sy e
pr sdo promovidas a operadores, de tal maneira que o conjunto de operadores {Sy} e {pr}

agora satisfazem a relagdo de comutacao
[Sr7pr’] — iérvr/. (35)

O modelo esférico classico pode ser recuperado tomando-se g — 0.

O modelo esférico pode ser quantizado de diferentes maneiras: por meio da quan-
tizagdo candnica [28, 29], pelo método de quantizagdo estocastica [30], ou através do
formalismo de integracao funcional [31, 32]. Naturalmente, todos os métodos conduzem

aos mesmos resultados. Prosseguimos, neste trabalho, com o formalismo de integracao
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funcional. Para isto, é necessario primeiramente fazer a transformada de Legendre de

(3.4), com o intuito de obter a Lagrangiana L, isto é,

(3.6)

OH
Lf:—?-[-l-zap Dr-

O segundo termo de (3.6) fornece o resultado g—;f = gpr €, consequentemente, conduz a

Lagrangiana

1
L = gzp§+§er,r/SrSr/
r

r,r’

2
1 dSy 1
= 52 <8t> +2§Jr7r,5r5r/, (3.7)

em que consideramos momentaneamente o campo magnético nulo. Passando para o Eu-

clidiano por meio de t = —i7, e usando que L = —L(7), obtemos a versao Euclidiana
de (3.7),
Ly = 5 (2% 2—1ZJ S.S (3.8)
E_Qg s or 2rr/ r,r/Pror/ - :

A funcao de particao do formalismo do tempo imaginario é definida por
) B
zZ = [DSo(sE-N])exp —/0 drLp
~ [ Dss <253—N>
s (1 0S:(7)\> 1
_ d — — — 1O Op! s .
/0 T(ng< = ) 2§JHSS (3.9)

r

X exp

em que as variaveis de spin bosoOnicas satisfazem as condigoes periddicas de contorno
Sr(0) = Sp(B) e conduzem as frequéncias de Matsubara wy, = 2”7“ comn € Z. A medida
de integragao DS = [], dSy corre sobre as varidveis de spin de todos os sitios da rede.

E conveniente representar a delta funcional que implementa o vinculo esférico (3.2)

por meio de,

5(;53—N) :/Duexp [—/Oﬁdm (;SE—NN, (3.10)

com o parametro p correspondendo ao multiplicador de Lagrange. Assim a expressao

(3.9) pode ser reescrita como

8 2
Zz/D/ﬂ)Sexp{—/O dr llz@;‘“) —;Z/Jr,r,srsr,+u<253—fv>”.

29 7

’

(3.11)
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Para dar continuidade com o calculo da funcao de particdo é conveniente escrevé-la no

espaco dos momentos. A transformada de Fourier do operador de spin é

Se(7) TG ( (3.12)

- 5T

Com isso, a transformada de cada um dos termos em (3.11) conduz aos seguintes resul-

S -5 ()

Z Jr,r’SrSr' = Z SqJ (q) S_q, (3.14)
/ q

tados

MZ(Sr)z = ZSqS—q- (3.15)

Substituindo (3.13), (3.14) e (3.15) em (3.11), a fungao de parti¢do toma a forma
B 1 0S¢ 8S_q
+ 1> SqS—q-— MN)]
q
BE 192 1
— /DuDSexp —/0 dr (%: Sq <_Zq872 — §J(q) —i—u) S_q— ,uN)]

B
= /DuDSexp —/0 dr (Z Sq0qS-q —,uN)] , (3.16)
q

Zz = /DuDSexp

A A 2
em que o operador Og ¢ definido como Og = 21987 - fJ (q) + p.
Para prosseguir com o calculo da funcao de particdo, vamos decompor os spins

Sq#0 em termos das componentes real e imagindria

ReSq + iImSq
\/§ )

em que S_gq = Sgl devido ao fato de Sy ser real. Consequentemente, o modo Sgp € real.

Sq = (3.17)

Com a ajuda dessas decomposigoes, o termo dependente dos spins em (3.16) toma

a forma

A ReSqOqReSq 4+ ImSqOqImsS,
SqOqS—_q = €oq qeq‘;‘mq q!log

+ 500050, (3.18)
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e consequentemente, obtemos a funcao de particao

B A A
Z = /D,uDReSqDIqu exp {—/0 dr [Z (ReSquReSq —QF IquOquSq) B ,UN] }
a70

5 A
X /dSO exp <_/O dTSOO()S()> s (3.19)

com as medidas de integragao DReSq = [Iq20 dReSq € DImgS = [[q£0 dImSq. Mani-

pulando as somatorias contidas no argumento de (3.19), obtemos a expressao

Z = /D,uexp (/OB dT,uN> /ng exp (— /0/3 d750@050>

8 A A
< 1|/ dReSququ} oxp |- [ar2 Y <ReSquReSq—|—Iqu(9quSq>
q>0 0 q>0 2
8 5 A
= |D N|[D _
/ J4 eXP (/o drp >/ Soexp< /0 dTSOO()So> ql;[o /dReSq}

B R B A

X exp (—/ Z ReSquReSq) H [/ dIqu} exp (—/ dr Z Iqu(’)quSq) :
0 q>0 q>0 0 q>0

(3.20)

Realizando as integrais gaussianas sobre as variaveis de spin e recorrendo a propriedade

detA = exp (Tr (InA)), a fungdo de partigao é reduzida a
B 1 B A
z = [Dpexp( [ arun) I " [ dsoesp (= [ drSo0aso

~ \1/2
Det(’)q) / (Deth
Det@o) q#0 _(Det(’)q)l/Q_

1

= /Du exp (=NSes¢) (3.21)
em que a acao efetiva Scry ¢ definida como

B 1 1 9% 1

Nessa expressao, a transformada de Fourier da energia de interacdo J,, = J(|r —1'|) é

dada por

J(q) =) J(h)exp (iq-h), emque h=r-7r. (3.23)
h
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A integral sobre o multiplicador de Lagrange p pode ser feita por meio do método
do ponto de sela, que torna-se exato no limite termodindmico, N — oco. A equacao de
ponto de sela é determinada pela condigao

0Sers
op
Recorrendo & identidade 6Tr In4 = TrA=1§ A, o calculo da condicio (3.24) prossegue da
seguinte maneira

0Sers B ou(r) 1 4] 1 02 1 B
su(t) / p(r’) 2N25,u i _2g872_2j(q)+'u =0

q
&(r—1")
T (@) +u
§(r—1")

= —1+—Z/ dr (T [ —

—@W—%J(Q) +

— 0. (3.24)

= —1+—2Tr

I7) = 0. (3.25)

Na expressao acima o trago é tomado na base "coordenada’|r). E conveniente considerar-

. . 2
mos uma base de "momento"|n), que por sua vez, diagonaliza o operador %, tal que

872 In) = —w? |n) e (1|n) = ﬁ exp™n”. Inserindo a relacdo de completeza 350 |n) (n

m (3.25), obtemos

s 6(r—1")
1 = / dr (t|n) (n|7’>
wE,E [21 L@+
1
1 = (3.26)
25N§n—zoo|:29 37(q) + 1
Nessa expressao, a soma sobre as frequéncias bosonicas de Matsubara w,, = 2’5”, em que
n € Z, pode ser efetuada com o auxilio da relagao [33]
Y = T eoth(m)
——— = — coth (mwy), y >0, (3.27)
e MYy
conduzindo a expressao
2
6% E
L= — 2 > 2 2
ZNB\2m ) q n? + 2g (—%J(q) + ,u) (%)
1
1 2 1 2
= 272 g 1coth{§[2g u—QJ(q)H }
2
4 (29 (n—3J(a))]
1 g s
= —» —coth|= 3.28
IN o wg (2%1)’ (3.28)

wé =2 [u — J(q)} . (3.29)
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A frequéncia em (3.29) é definida apenas quando 1 > p. = max %J (q). Para interacoes
ferromagnéticas de primeiros vizinhos, em que a transformada de Fourier da energia de

interacao ¢é
d
J(q) =2J> cos(qgi), (3.30)
i

com J > 0, vemos que q¢ = (0,0,0,---,0), o que implica u, = d.J.
A seguir é investigado o comportamento critico do sistema a temperatura nula e

temperatura finita, respectivamente.

3.3 Comportamento Critico

Com o intuito de estudar o comportamento critico do sistema é fundamental in-
vestigar a expressao do vinculo (3.28) proximo do ponto critico. Vamos, inicialmente,
determinar em quais dimensoes a expressao de ponto de sela converge. Para isso, consi-

deramos o limite termodinamico
1 T ddq
—y / =4 (3.31)
N Zq: — (2r)?

de modo que a equacao (3.28) passa a ser escrita como

ddq g 3
b= 2/ T g " (2 )

— 2/ g coth §l29<u—Jzi:cos(qi)>F

129 (1 — J 5 cos (7))

(3.32)

Nessa expressao o ponto critico esta localizado em p. = dJ com J > 0, desde que a

integral seja convergente.

3.3.1 Comportamento do Multiplicador de Lagrange ;1 Préximo da Cri-
ticalidade no Caso Quantico
No caso de temperatura nula as flutuagoes quanticas sao responsaveis pela transi-

cao de fase. Nesse limite, a funcdo hiperboélica se comporta como coth(z) — 1 e a equagao

do ponto de sela (3.32) é reduzida a

= I

5 cos (@)

Ao empregar a identidade [33]

1

1 [e’e)
= dttP~1 —xt >0 3.34
5 =Ty M ew(=a) >0, (3:31)
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obtemos
= e b see (5o w)
) yenlr)
(3.35)

179
 2Vor
1 7] 1 d
7 dit —Z4) [To(t
a7 Jy it esp (<5t) B,

o0 1
dtt™2 ex <—
7h P
2
com Ig(t) sendo a fung¢ao de Bessel de primeiro tipo. Para dar continuidade na andlise do

(3.36)

comportamento critico do sistema é conveniente definir a funcao

Ty(p) = /OOO dit—3 exp (—Jt) [Io(t)]d7

e considerar o comportamento assintético de Io(t)
t—0
(3.37)

I()(t) ~ 1,
et
t — o0.

Io(t) ~ \/%,

A expressao (3.36) poderd apresentar uma divergéncia para grandes valores de ¢ depen-

edt

dendo do valor da dimensao d. Desse modo
(3.38)

N—
vl

o0 1
Talp) ~ / dtt™2 exp (—t)
0 J (27t
1 00
~ d/ dt exp {— <“—d> t} (%)
(2m)2 70 J
Tomando essa expressao no ponto critico, p. = d.J
1 o]
Za(pe) ~ y / dt exp [— (dj —d) t] ()
(2m)2 70 4
e (3.39)

2

1 00
; / dtt~(
(2m)2 7
A integral acima converge para d > 1 e, dessa maneira, pode ser definida a dimensao

Y
critica inferior d; = 1. Assim, no ponto critico, o valor do pardmetro g adquire o valor

critico determinado pela expressao (3.35).
Com o objetivo de determinar a dimensao critica superior d,, é analisada a con-
(3.40)

T exp [t (- pe)]

vergéncia da derivada de (3.38) [34],
1 00
| an
0

d

/
Za(p) ~ — d
J (2m)2
Ao tomar novamente o valor u = ., é¢ notado que essa equagao converge quando d > 3,

fornecendo a dimensao critica superior d, = 3.
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Uma vez definida as dimensbes criticas inferior e superior, podemos estudar o
comportamento de (¢ — i) a medida que /g se aproxima da transicao.

No caso em que a dimensao 1 < d < 3, é conveniente fazer a mudanca de varidvel,
y = (p — pe)t, de modo que a expressdo (3.40) passa a ser escrita como

) ~ (p-pe) T (?’;d) . (3.41)

Integrando em seguida no multiplicador de Lagrange u e utilizando a equagdo de ponto
de sela (3.35), obtemos

VIZ Ve () (3.42)

Ve
Definindo a medida reduzida "quéantica'ry = \/E\;g%/ch? a dependéncia de (4 — pc), para /g

préoximo da criticalidade é dada por
(z%1)
(,LL - ,uc) ~ Tg . (3.43)
Para o caso em que d = 3, é necessario considerar a derivada de (3.36),
/ 00 1 t
yn) ~ = [t exp | (= o) (3.44)

A integral deve ser separada em duas regices [;° = fol + /77, em que a divergéncia estard

concentrada na segunda integral
/ o 1 t
Iy(pn) ~ /1 dtt™" exp {—J (1 — Mc)]
1
~ (05 (=) (3.45)

em que I (0, % (u— ,uc)) corresponde a funcao gamma incompleta, e seu comportamento

para (u — pe) pequeno é dada por

r <0, (“_J“)> = —In (“ ;”) FT ()40 (1= pe) - (3.46)

Integrando (3.45) com relacao a p, obtemos
Za(p) = Za(pe) ~ = (i = pe)n(p = pre) = (= pic). (3.47)

Por fim, utilizando (3.35), podemos mostrar que
Ry pe— (3.43)

Quando d > 3, a equacao do vinculo é convergente, e portanto, pode ser expandida

em torno do ponto critico, conduzindo a

Ta(n) = Ta(pe) ~ (= pe)Ty(pe), (3.49)
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ou, entao

(e —pe) ~ 4. (3.50)

Os resultados obtidos em (3.43), (3.48) e (3.50) podem ser organizados de acordo

com a dimensionalidade d,

4", para 1<d<3
(h=pe) ~ ) —p&, para  d=3 (3.51)
Ty, para d>3
lembrando que a distancia do ponto critico quantico é definida como 7, = \/g\;glfg?.

3.3.2 Comportamento do Multiplicador de Lagrange 1 Préoximo da Cri-

ticalidade no Caso Térmico

No caso de temperatura finita, a energia k7' > hw, e a transicao é governada
pela temperatura. Nessa situagdo o argumento da fungao hiperbélica em (3.32) pode ser
expandida para pequenos valores do argumento, isto é, coth(z) ~ %, levando a seguinte

expressao de ponto de sela

1 dlq 2g
b 2/(2 52
7T) q

1 d? 1
= 5 ol ) .
1 a4 1
L= 25J/(27r)d {%—Zicos(qi)}’ (3.53)

em que novamente estamos considerando as interagoes de primeiros vizinhos representadas
em (3.30).

A estratégia utilizada para obter as dimensoes criticas inferior e superior, bem
como o comportamento de (p — ) proximo da criticalidade segue o mesmo raciocinio
utilizado no caso quantico.

A expressao (3.53) pode ser escrita em termos da fungdo Bessel de primeiro tipo
utilizando-se a identidade (3.34),

1 = Qﬁlj/ooodtexp <—t’}> To(t)]%. (3.54)

Definindo

Ta(n) = /OOO dt exp (—/;t) 1o(1)]%, (3.55)



Capitulo 3. Modelo Esférico Quantico 21

e recorrendo a (3.37), obtemos a dimensao critica inferior d; = 2. A partir da derivada de
(3.55) é determinada a dimensao critica superior, d,, = 4. Portanto, o sistema possui um
ponto critico em T' = T e u = . quando d > 2. Por meio das equagoes (3.54) e (3.55)
e a derivada de (3.55) obtemos o comportamento de (u — p.) préximo da transigao. Os

resultados sao mostrados abaixo

2
Tg’z, para 2<d<4
(p=pe) ~ —pf, para  d=4 (3.56)
T3,  para d>4
T-T.
P

c

com a distancia do ponto critico térmico 74 =

Para finalizar analise do comportamento critico do modelo esférico vamos calcular
dois expoentes criticos, associados a magnetizacao e a suscetibilidade. A magnetizacao
pode ser determinada incluindo o campo externo H em (3.7). A expressao do vinculo se

torna

H? 1 d?
=ty / 29 coth (gwq> (3.57)
w
4[u— 19 (27)" wa
A partir dai vemos que em ambos os casos de temperatura zero e temperatura finita a

magnetizacao tem a forma

m—<NZSr>—_8H—2(,u—,uc)NT ) (3.58)

r

em que o expoente critico nao possui nenhuma dependéncia associada a dimensao e vale
5=1/2.

Com relagao a suscetibilidade, no caso de temperatura zero é obtida a expressao

om 1
=— = (u— . 3.59
X =5 = (= pe) (3.59)
Para dimensoes entre 1 < d < 3 o expoente critico obtido é v = 2/(d — 1), e vemos
claramente que depende da dimensao d.

No caso de temperatura finita, a suscetibilidade também ¢é dada pela expressao

om -1
X = oH (—pe) (3.60)
entretanto, com o expoente critico v = 2/(d — 2) para o caso em que 2 < d < 4.
A tabela (3) resume os expoentes criticos com interagoes de curto alcance as-
sociados a suscetibilidade, ao comprimento de correlagao, a funcdo de correlagao e a

magnetizagao, respectivamente.
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T dp d, y v n B Classe de univ.
2 -1 1 -1
0 1 3 /(d=1) /(d=1) 0 % quantico
1 1/2
2 —2 1 —2
>0 2 4 /(d=2) /(d )0 % classico
1 1/2

Tabela 3 — Alguns dos expoentes criticos associados ao modelo esférico cléssico (térmico)
e quantico de acordo com a dimensao d.
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4 Modelo Sigma nao-Linear e a
Equivaléncia com o Modelo Esfé-

rico

O objetivo desse capitulo é mostrar a equivaléncia entre o modelo esférico e o
modelo sigma nao-linear. Inicialmente é introduzido o modelo sigma nao-linear e em
seguida é calculada a acao efetiva na expansao 1/N. E mostrado que os modelos sao

equivalentes no limite estrito N — oc.

4.1 Formulagao do Modelo Sigma nao-Linear

O modelo sigma nao-linear é construido em termos de campos escalares ¢ e ¢é

definido pela Lagrangiana

1

L= 5 1 Pa0t P, (4.1)

no qual o indice a corre sobre a = 1,--- , N. Assim como no modelo esférico, o modelo

sigma nao-linear também possui um vinculo, que é dado pela expressao

N
2g

em que o parametro g corresponde a uma constante de acoplamento. No caso do modelo

Pa(T)pa(r) =

sigma nao-linear, para cada ponto x do espaco-tempo existem N campos escalares g,
que obedecem a (4.2). Sendo assim, a equacao (4.2) é entendida como sendo um vinculo
local, diferente de (3.2), que é visto como um vinculo global, no sentido de que relaciona
spins em pontos distintos da rede.
A equacgdo de movimento associada ao campo ¢, pode ser obtida por meio da
equacao de Euler-Lagrange
oL oL

——0,——— = 0. 4.3
g ua(a/t@a) ( )

Neste ponto é conveniente introduzir um termo de massa na Lagrangiana (4.1), o que é

in6cuo devido ao vinculo (4.2). Dai segue que
(0,0" +m?) pa = 0. (4.4)

O propagador dessa teoria pode ser calculado por meio da equacao de movimento, im-

pondo

(@L@” + m2) A(x) = —id(z), (4.5)
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em que a transformada de Fourier do propagador é definida como

de —ipT
Alz) = / S A(p)e . (4.6)
(2m)
Inserindo a equagao (4.6) em (4.5), e utilizando a métrica (4, —, -+, —)
dPp : dPp ~
———A(p) (0,0" +m?) e”P* = —i/ e P
/ ryp ) ) (2m)"
d’p 2 9\ i o d%
A(p) (p* —m €me:—l/ e P, 4.7
/ o) (F =) L (4.7)

determinamos o propagador no espago dos momentos
i
Ap) = 5——. 4.8
(p) o (4.8)
Podemos obter o funcional gerador integrando nos campos escalares e levando em

conta o vinculo
2

N 1
Z = A/Dso5 (@3 -~ 29) exp [i/d% (2(%%0“% - n;%ﬂ , (4.9)

em que A corresponde a uma constante de normalizagao e Dy = [[, s & medida de
integracao. A fim de evitar que as expressoes a seguir fiquem muito carregadas, o indice a
sera omitido daqui em diante. E conveniente implementar o vinculo no funcional gerador

utilizando a representacao da integral funcional da funcao delta

5 <¢2 . g;) - / DA(z) exp [z / dPrA(x) <¢2 - 2];)]

~ o[22 (N

em que A(z) corresponde a um multiplicador de Lagrange e foi reescalonado, A(z) —

A - s s .
—\/%. O reescalonamento empregado no campo auxiliar é 1til para prosseguir com a

expansao 1/ N futuramente.

Inserindo (4.10) em (4.9), a funcdo de parti¢do é escrita da seguinte maneira,

m

Z = A[DA@)Dpexp lz [dPa (;wa"w - 22902> - 3(2% (902 - 212)]
— A/DA(JL’) exp (i/d%j/(;—jzfgjg

/Dgp exp [—;i/dDasgo <8u8“ +m? + \/E)\(I)) gp] : (4.11)

Nessa expressao, a integral sobre os campos escalares ¢ gaussiana e pode ser realizada

X

diretamente. Fazendo o uso da propriedade Det® = exp {Tr (In) @], obtemos

Z= A/D)\(a:) exp (—];]Tran —|—z'/dD:c:\/(;_]372]\;> , (4.12)
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com o operador O definido como O = 9,0" + m? + \/%)\(x). O primeiro termo da
expressao acima pode ser escrito em termos de um produto de propagadores (4.8) e

multiplicadores de Lagrange A. Para demonstrar isso é usada a propriedade

Trln (@) = Trln (@ﬁ“ +m? + \/g)\(x))
1 2

- Iz 2 =
Trln (@L@ +m ) + Trln (1 + @07 - ) N)\(:L')) . (4.13)

de modo que o segundo termo da expressao acima pode ser expandido para N grande,

1 2 < (—1)n1 1 2 !
Trln <1+(8u61‘+m2)\/; ) nZ:: Tr ((auaum?)\/;A(x)) .

(4.14)

n—1
Nessa expressao foi utilizada a relagdo In (1 +z) = 302, (71%

™. Escrevendo o traco
em uma base continua, Tr(---) = [dx (x|(---)|z) e abrindo o somatério em (4.14), obte-

1mos

Tv (\/g@(;(%)n - /da:l xly([(a au(jL) )>"|a:1>

_ /dwl (1] (\/7(8 au(+ )/dazz |2) (9]
[ o) (o (\/g@;f%) o)
= [ dvidry -+ doy (2] (\/g@;f%) [2)

X

X

Focando em um tnico elemento de matriz na expressao acima, obtemos o seguinte resul-
tado

(e (ﬁ@;}%) ) = Aey % [ P (W) ) (pl)
= M) \/>/ ( A )eip(xnwl)
= iA(z1) \/> / (p _m2>e—ip(:rn—x1>
- /\(xl)\/;A(x _ ), (4.16)

2 Aa) 2 M=)
(2] (\/;W_Hng)) |[23) + -+ (2] (\/;W_i_mg)) |z1) -
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com o propagador (4.8) sendo identificado nessa expressao. Sendo assim, os n elementos
de matriz de (4.15) podem ser escritos em termos dos propagadores do campo escalar.

Por conta disso, (4.14) toma a forma

Trln (1 + (auﬁﬂl—i—mz)\/g/\(x)) i 1)” : ( \/g)n/d:mdm o drp A7) — 72)

X _(xg — ZL’3) s A(xp — ) M) Mx2) - AMay).
(4.17)

Consequentemente, (4.13) se reduz a
Trin (@) = Trln (8 O 4+ m? —|- )

2
= Trln (@L@“ +m ) + Trln ( @0+ m2) 8“ e ) NA(J:))

00 1 n—1
= Trln (—p2 + m2) + Z /dxld:cg ~drp Az — x2)

n=1

X A(xe—x3)- A(x)y — xl)A(xl))\(:CQ) M), (4.18)

de tal maneira que o gerador funcional é escrito agora como

Z = A’/D)\(m) exp [—];[ i (_1n)n—1 (i\/g)n/d:vldxg---dan(m — x9)

x Aws —3) - Ay — 1) M(21) A (22 +z/dD

\/_291 (4.19)

com a nova constante de normalizacao A’ = Aexp (—%Tﬂn(—p2 + m2)>. A partir dessa

expressao podemos identificar a acao efetiva S,y

Sers /dD Z_: ( \/>) /dacldxg

X Az — xg)A(xg —x3) - A(xn — ) Mx1)M(@2) - Aay). (4.20)

Para mostrar a equivaléncia entre o modelo esférico e o modelo sigma nao-linear é
conveniente escrever explicitamente as ordens dominantes na expansao 1/N para a acgao

efetiva

Sepp = N%\}i/deA(x) (219—A(0)>
+ Noi/d:vldxz)\(xl)A(xl —xg)A(mz—azl))\(xg)

+ N \/_/dl'ldl'zdl’:;)\(xl)A(:Cl — xg))\(xg)A(xQ — xg))\(xg)A(l'g — :cl) + -

NZS%-{—NS()—FN 25_%—1-'--. (4.21)
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No limite N — oo, para que a expansao 1/N seja finita, temos que impor que a

contribui¢ao do termo dominante da acao efetiva seja nula, isto ¢, S1 = 0. Portanto
2

/W (—M®>=& (4.22)

1
D
/d pr — =0, (4.23)

ou entao

(2m) P
o que define a chamada equacao de gap. Fazendo o uso do formalismo do tempo imagi-

nario, pg — ipg, a equagao acima toma a forma

1 1 1
— — dPpp—s— = 0 4.24
29 (27T)D /Z PE _p2E — m2 ) ( )

em que D = 14 d. Considerando o sistema a temperatura finita, podemos utilizar a

d1+d 1 -I-OO
4.2
/(27r rd / 2m)d’ (4.25)

no qual a componente zero do momento é substituida por uma soma sobre as frequéncias

seguinte relagao

2mn

de Matsubara, w, = 5 e d corresponde a dimensao espacial. Portanto
1+w 1
/ s = 0. (4.26)

Definindo a frequéncia bosoénica wg = p? + m?, e utilizando a identidade (3.27),

podemos escrever a equagao do gap finalmente como

2/ ddp icoth <§WP> =0. (4.27)

Para finalizar a equivaléncia, reescrevemos a expressao (3.32) préximo do ponto critico,

= 2/ J %coth{§{29<,u—dcf+gq2)f}.

(n—dJ+4q?)]

(4.28)

Reescalonando ¢; — qz\/7 e comparando (4.27) com (4.28), temos a seguinte identifica¢ao

dos parametros

m? &  u—dJ

d
. V9 (2)2
PN 2 4.29

A equivaléncia entre modelos empregados em Mecanica Estatistica e modelos uti-
lizados em Teoria de Campos serd discutida novamente no capitulo 10, mas considerando

suas extensoes supersimeétricas.
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5 (eneralidades Sobre Supersime-

tria e o Formalismo do Superes-

paco

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos basicos sobre supersimetria.
Inicialmente ¢ dada uma ideia sobre supersimetria, e em seguida é apresentado o conceito
de superespaco, em ambos os casos em que o ntimero de supersimetrias ¢ N =1e N = 2.

Ao final do capitulo é discutida a formulacao on-shell.

5.1 Uma Ideia Sobre Supersimetria

Na natureza, as particulas podem ser classificadas em dois grupos segundo o spin

associado a elas: bésons (o foton, por exemplo), e férmions (como o elétron e o préton). Os

boésons possuem valores de spin inteiros, isto é, S = 0,1,2,---, enquanto que os férmions
possuem spin semi-inteiro, ou seja, S = %, %, --+. Esses dois grupos de particulas possuem

papéis diferentes na natureza. Os férmions constituem a matéria, enquanto que os bosons
sdo as particulas mediadoras das interacoes entre os férmions e bdosons

Do ponto de vista de Mecanica Quantica, esses grupos distintos de particulas
obedecem a algebras diferentes: os bdsons obedecem a relagoes de comutagao, por outro
lado, os férmions satisfazem a relagoes de anticomutacao.

Ainda que tais particulas tenham caracteristicas diferentes, nao é estranho pensar
que essas particulas possam ter uma origem comum, e que ainda poderiam ser tratadas
em pé de igualdade no inicio do universo [35, 8]. Nessa situagao, isto nos conduz a ideia
da existéncia de alguma simetria nao-trivial que envolve bésons e férmions.

Teorias que sao invariantes sob transformagoes que mapeiam bdsons em férmions

e vice-versa, chamadas de transformagoes de supersimetria, e que tem a forma genérica
d(férmion) ~ béson e §(bdson) ~ férmion, (5.1)

sao denominadas teorias supersimétricas. Isso implica em teorias com mesmo ntimero de
graus de liberdade bosonicos e fermionicos. Sendo assim, para cada particula bosonica
deve existir uma particula fermionica correspondente, que por sua vez ¢ chamada de
parceira supersimétrica.

Apesar do fato da supersimetria ainda nao ter sido observada, podemos pensar
que se ela existir, ela deve se manifestar na forma espontaneamente quebrada, que por
sua vez esta relacionado a um desbalanco entre os graus de liberdade férmionicos e boso-

nicos. Isso nos leva a investigar também os mecanismos de quebra de supersimetria em
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teorias supersimétricas e um agente natural responsavel pela quebra da supersimetria é a

temperatura.

5.2 O Formalismo do Superespago

E conveniente iniciarmos uma discussio com respeito ao formalismo do superspaco
em mecanica quantica supersimétrica [36, 37, 38, 39]. Esse formalismo é bastante util
para a construcao de modelos de fisica estatistica, e em especial para o modelo esférico
supersimétrico que € a esséncia deste trabalho.

O superespago é a generalizacao do espago-tempo usual a fim de acomodar va-
riaveis grassmannianas. Entao, comecamos fixando nossas convengoes para as operagoes

com varidveis grassmannianas. Para o conjunto de varidveis de grassmann, {;,60;} = 0,

definimos p 5
%(1) = /d9i(1) =0 e /d@'@j = a—ei@j = dyj, (5.2)
e
azi(@j@k) = <(989i9j> O — 0; ((%%) = 0,0k — Sirb;. (5.3)

Nosso objetivo inicial é discutir a formulacao do superespaco para um sistema
quantico envolvendo um tnico grau de liberdade bosonico, z(t). Essa é uma teoria em
(0+1) dimensoes no qual o "espago-tempo' corresponde apenas ao tempo, t. O superes-
paco mais simples consiste, além da coordenada temporal, de uma variavel de grassmann
real, 0. Essa situagao corresponde ao chamado superespaco com o nimero de supersime-
tria N' = 1.

Como veremos, as transformacoes de supersimetria correspondem as translacoes
no superespago,

t—t =t+ie) e -0 =0+c¢, (5.4)

em que € corresponde ao parametro grassmanniano infinitesimal da translacao, que sao

gerados pela supercarga

g 0

Agora podemos considerar uma fungao escalar real no superespago, ®(¢,6), que é
chamado de um supercampo escalar real. Como #% = 0, sua expansio em poténcias de 0

é bastante simples,

O(t,0) = z(t) + by (t). (5.6)

Nessa expressao, x(t) é identificado como o grau de liberdade bosonico e ¥ (t) o grau
de liberdade fermionico dindmico. Vemos que o supercampo incorpora simultaneamente
os graus de liberdade bosonico e fermionico. Além de tudo, o nimero de graus de li-
berdade bosdnico e fermidnico é o mesmo no supercampo, que € um requisito basico da

supersimetria. Voltaremos a este ponto no caso da supersimetria estendida (N = 2).
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Sendo um escalar, sob as translagoes em (5.4), o supercampo deve se transformar como

'(t',0") = ®(t,0). Sob as translagoes (5.4), o lado esquerdo de (5.6) toma a forma,

D' (t +ied, 0 +¢) = D'(1,0) + Z'EHQCD/ - eg(I)’. (5.7)
ot 00

Vemos que existe uma arbitrariedade em relagdo ao ultimo termo da expressao acima,

pois poderiamos té-lo escrito com o parametro € a direita da derivada, ou seja, %CI)’ €.

Como {%,e} = 0, isso produzird um sinal de menos se tentarmos deixa-lo na forma

acima. Neste trabalho, sempre usamos a defini¢do como a representada em (5.7) para a

expansao em série de Taylor envolvendo as variaveis anticomutantes.

De acordo com a expressao (5.7), segue que
5 = D'(1,0) — B, 0) = —eQ. (5.8)

Comparando ambos os lados da expressao acima, vemos que as transformacoes das com-

ponentes x e 1 sao
der = —ie) e O = €. (5.9)

Essas sao as transformacoes de supersimetria. Como mencionado anteriormente, elas em
geral levam bdsons em férmions e férmions em bdsons. Esse é o sentido de uma simetria
entre bosons e férmions.

E interessante observar que a supersimetria amarra simetrias internas e geométri-

cas (espago-tempo),
0
{Q,Q} = 2ig. (5.10)

Em outras palavras, o anticomutador das supercargas ¢ proporcional ao gerador das trans-
lagoes temporais, ou seja, o hamiltoniano do sistema.
Existe outro operador que desempenha um papel importante na construgao de

uma agao no superespaco, chamado de derivada supercovariante,
D=— —if—. (5.11)

Note que ele satisfaz a seguinte relagdo {Q, D} = 0. Isto implica que D® transforma-se
sob as transformagoes de supersimetria como o préprio supercampo, d¢(D®P) = —eQ(DD).
O mesmo ¢é verdadeiro para a derivada temporal do supercampo, @, isto é, 6. D = —eQP.
Entdo, qualquer acdo escrita em termos de @, D® e & serd manifestamente supersimé-
trica.

Considere a acdo no superspaco,
S = /dtd@ﬁ(d),DCID,CI)). (5.12)

Notamos aqui que a Lagrangiana, £, deve possuir alguns niimeros grassmannianos a fim
de produzir uma agado escalar nao nula. Sob uma transformacao de supersimetria, a

variacao desaparece automaticamente,

5.S = / dtdis.L = / dtdf(—eQ)L = 0, (5.13)
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uma vez que é uma derivada total.

Uma acao simples que podemos propor é
i . 1.5 1.
S =2 [ drdodD® = [t <2x - QW) , (5.14)

que é a acdo da particula livre supersimétrica. E fécil verificar que ela é invariante sob as
transformagoes em (5.9). Agora podemos tentar construir termos semelhantes ao poten-
cial, por exemplo, um termo proporcional a 2. Isso é importante para nossos propésitos,
uma vez que a parte de interagdo do modelo esférico (supersimétrico), Jy /SpSy, € essen-
cialmente dessa forma. A conclusido é que para N = 1 nao podemos construir tal termo
e temos que considerar a supersimetria estendida.

Passamos para o caso de duas supersimetrias A' = 2. Nesse caso, o superespago ¢
dimensionalmente superior e contém, além do tempo, duas varidveis de grassmann, 6 e 0,
que podem ser pensadas como o complexo conjugado um do outro. Portanto, podemos
considerar duas translacoes independentes no superespaco', que corresponderd a duas

transformacoes de supersimetria independentes,

e: t—t+ife, 0—=0—¢ e 0

E: t—t—ied, 0—0, e 0—0—¢ (5.15)

em que € e € sdo parametros grassmanianos infinitesimais. Essas translagoes sdo geradas

pelas duas supercargas

g 0 -0 -0
Q:—%—ZQ& e Q=—+if— (5.16)

satisfazendo as seguintes relagoes de anticomutacao

0

Agora podemos considerar um supercampo escalar real, ®(¢,6,0). Sua expansio

em poténcia das variaveis grassmanianas tem mais componentes do que no caso anterior,

D(t,0,0) =z + 0y + 0 + OF. (5.18)

Temos dois graus de liberdade bosonicos, = e F, e dois graus de liberdade fermionicos,
1 e 1p. Observe novamente a combinacao dos graus de liberdade fermionico e bosonico.
No entanto, em contraste com o caso N' = 1, uma distincao importante a respeito da
combinagao de graus de liberdade ocorre agora. Para apreciar isso, observe que até
agora nao ha nada sobre equagoes de movimento, que ditam a dindmica do modelo.

Assim, dizemos que a correspondéncia é off-shell. Nao necessariamente todas as varidveis

1 Na verdade, é a combinacio dessas duas transformacoes que produz uma translacio real para a

coordenada do tempo t — t + i(fe — &9), mas podemos considerar uma de cada vez.
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presentes no supercampo correspondem a graus de liberdade fisicos. Para uma acao
simples que iremos considerar, as equagoes de movimento resultantes implicam que F' é
um grau de liberdade auxiliar, enquanto que os graus de liberdade fermionicos 1 e 1) nao
sao independentes.

Sob translagoes, o supercampo escalar se transforma conforme ®'(¢',0'.0") =
®(t,0,0). Fazendo o uso da mesma definicio da expansdo em série de Taylor como

em (5.7), obtemos as variagoes funcionais
§d = —Qe®d e 5D = —Qd. (5.19)
Essas relagoes conduzem as seguintes transformagoes para as componentes

€: Sex=1e, S =—ide+Fe, 6p=0, e 6F =iie (5.20)

E: dex=¢p, 6ap =0, O0xp=ité+ Fe e OF = —i&@). (5.21)
As derivadas supercovariantes sao construidas tomando as combinagoes opostas de deri-

vadas das supercargas em (5.16),

99 9 9

satisfazendo as seguintes relagoes de anticomutacao com as supercargas,

{D,Q} ={D,Q} ={D,Q} = {D,Q}

0. (5.23)

Como ja discutido no caso N = 1, essas relagoes garantem que qualquer agao
no superespaco envolvendo supercampos e derivada supercovariante de supercampos seja

manifestamente supersimétrica. Em geral, temos
S = / dtdfdaL (D, b, DD, DD), (5.24)

em que, em contraste ao caso N = 1, a Lagrangiana é um escalar.

Podemos propor uma forma simples para a acao,
~ /1 =
s = [ dtdods (2D<I>Dq> - U(cp)) , (5.25)

em que U é uma func¢ao arbitraria do supercampo. Para escrever a agdo em termos das
componentes, expandimos o potencial U em poténcias de § e § e entdo selecionamos a
contribuicao 70,
Uz + 8¢ + 30 + §9F)‘_ — U (2)F = U" ()0, (5.26)
00
em que as aspas significam derivadas com respeito a x. Entdao, em componentes, a acao

7

€
s=[a @x? + i+ ;FQ _U'(2)F + U”(@W) . (5.27)
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Essa é a chamada acao off-shell para a mecanica quantica supersimétrica com N = 2. E
facil verificar que ela ¢ invariante sob as transformagcoes (5.20) e (5.21). Essa expressao
mostra que F' é um grau de liberdade auxiliar, j& que o mesmo nao possui dindmica (nao

possui derivada temporal). Sua equagao de movimento é apenas algébrica,
F=U, (5.28)

e consequentemente, F' pode ser eliminado da Lagrangiana, levando a formulacao on-shell,

1 -1 -
S::/dtQﬂ9+¢¢¢—tﬁUﬂxD2+IWCﬂ¢w). (5.29)
Dessa forma, é imediato construir termos de potenciais de interesse. Por exemplo, o
potencial do harmonico corresponde a U’ = wz, que, por sua vez, vem do seguinte termo
no superespago:
1
U(@)::§w¢? (5.30)

Como ultimo ponto, discutimos a contagem dos graus de liberdade na formulagao
on-shell. A primeira vista, parece que nao ha correspondéncia, uma vez que temos um
grau de liberdade bosonico, z, e os dois graus de liberdade fermionicos, 1 e 1. No entanto,

suas equagoes de movimento sao,
W4 U =0 e ith—U"p=0. (5.31)

Eles sao apenas o complexo conjugado um do outro. Escrevendo v = 11 + 12, com 11

e 19 sendo variaveis reais de grassmann, vemos que elas nao sdo independentes,
1/}2 + U”l/)l =0 e 1/11 — U”iﬁz =0. (5.32)

Assim, vemos que, de fato, temos apenas um grau de liberdade fermionico independente.
O ponto chave é que a correspondéncia de graus de liberdade é alcangada somente apds
o uso das equagodes de movimento na formulagdo on-shell. Essa é uma propriedade geral
das teorias supersimétricas. Notamos também que nao existe tal distin¢do no caso com
N =1 discutido anteriormente.

Para resumir o caso N' = 2, o formalismo do superespaco naturalmente cumpre
a formulacao off-shell, onde a correspondéncia dos graus de liberdade é automaética, ao
preco da introducao de variaveis auxiliares. Por outro lado, a formulagdo on-shell lida
com graus de liberdade fisicos e a correspondéncia ¢ alcancada com o uso de equagoes de
movimento.

No proximo capitulo discutimos a formulagao do modelo esférico supersimétrico

utilizando a formulacao do superespaco.
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6 Modelo Esférico Quantico Super-

simétrico

Esse capitulo é dedicado ao estudo do modelo esférico supersimétrico. Inicialmente
¢ obtido brevemente o modelo empregando o formalismo do superespago. E calculada
a funcao de particdo e em seguida é analisado sob quais condigoes a supersimetria é

quebrada.

6.1 Formulacao do Modelo a partir do Formalismo do Su-
perespaco

Uma maneira apropriada de obter o modelo supersimétrico é procedendo com
o formalismo do superespaco [40]. Temos que generalizar o vinculo esférico, equagao
(3.2), em conformidade com a supersimetria, e trabalhando no superespago isso é levado
em conta automaticamente. O modelo supersimétrico minimo requer uma supersimetria
estendida com N = 2 supercargas. Nesse caso, a varidvel de spin usual Sy é substituida
por um supercampo Dy (¢,0,0) = Sy + 0y + ¥ + 00F,, que contém, em adigao a
varidvel de spin Sy, dois graus de liberdade fermionicos ¥y e 1y, e um grau de liberdade
auxiliar nao fisico Fy. As varidveis grassmanianas 6 e #, juntas com a varidvel temporal
t, sdo as coordenadas do superespago. A generalizagdo do vinculo esférico corresponde

simplesmente a
S 2= N. (6.1)
r

Fazendo uma analogia com o modelo esférico quantico, podemos construir a acao

no superespaco, que ¢ escrita da seguinte maneira
|1 _ 1
S = /dtd9d9 [2 Z DO, DD, + 5 Z Up p @D — & (Z <1>E - N)] . (6.2)
r r,r’ r

Nessa expressao, o primeiro termo do lado direito corresponde ao termo cinético, que é

escrito em termos de D e D que sdo as superderivadas covariantes,

9] 9] 9 -0
D E —— ) o D E I ) P .
3«9+Z98t e 50 z@at (6.3)
A energia de interagao Uy, = U(|r —r’|) presente na acao (6.2) controla o alcance da

interagao. O supermultiplicador de Lagrange & é definido como

E(t,0,0) = v+ 05+ &0+ 00u, (6.4)
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que impoe os vinculos
ZSE - N7 Zsr¢r =0, Zsr@;r =0, e ZSrFr - Z&r@bp (6-5)

E também instrutivo escrever a Lagrangina em termos das componentes do super-

campo. Depois de integrar sobre as variaveis grassmanianas, obtemos

1 . 1 - . -
L o= o384 g B +i Y et + 3 Urr (SeFy — Pty

+ VZ(FrSr_@Er@br)_Z(&rg"i_gd}r) Sr_M<ZSI2‘_N> ) (66)

com os multiplicadores de Lagrange redefinidos para absorver fatores numéricos nao im-

portantes. As transformacoes de supersimetria que deixam a Lagrangiana invariante sao:

€: 05 = Upe, Oy = —iSpe+ Fre, 0p =0, e 0. F, = iw;re; (6.7)

M

5éSr - €¢r> 6€¢r - Oa 5%151' - iSrE—l— Fr€7 € 5€Fr - _Z.E@&ra (6'8)

em que € e € sao parametros grassmanianos da transformacao.

6.2 Funcao de Particao e Quebra de Supersimetria

Nesta secao, revisamos brevemente o calculo da fungao de particao via o método
do ponto de sela [41, 42]. Em termos do formalismo do tempo imaginério, t = —iT, com

7€[0,8] e 5 =1/T, a fungao de partigao é

Z = /DQexp{—/OBdT

em que a medida DQ) corresponde a integral sobre todos os campos bem como sobre todos

LE+HBZSr +HFZ&I'¢I'] } ) (6'9>

os multiplicadores de Lagrange que implementam os vinculos supersimétricos, D) =
DSDFDYDYDuDYDEDE, e L é a versao Euclidiana da Lagrangiana em (6.6),

1 351- 2 1 2 1 T @lbr 7.
Le = @ r <87'> _igFr—i_igzr:wraT _rzr:/Ur,r’(SrFr’_wI‘wr’)

-7 (Z FrSe =) %«%) + ) 0elSe + D EeSe + p (Z S22~ N) . (6.10)

Note que introduzimos um parametro g na Lagrangiana Euclidiana através do reescalona-
mento 7 — /g7, que mede as flutuagdes quanticas no sistema. No caso de temperatura
zero, esse € o parametro que controla a distancia do ponto critico quantico, desempe-

nhando um papel similar & temperatura no caso de uma transicao de fase conduzida por
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flutuagoes térmicas. Incluimos também na funcao de particdo dois campos externos, Hp
e Hr, de modo que tomando as derivadas com respeito a eles obtemos respectivamente o
parametro de ordem (3, Sy) e o condensado fermionico (3= Vyp)y).

A integral sobre os campos S,1,1, e F' sdo no maximo quadraticas e podem ser

realizadas diretamente. Isso conduz a funcao de particao
z= / DuDyDEDEeNSers (6.11)

com a agao efetiva dada por
1 92 U 2
Seff = —Tr E In l— +u+ ((q)—i_v)]
E 0 11
_ —Tr In 774_[]( )+7+HF_§§(9q§

_ 4/ / dry, (6.12)

em que U(q) ¢ a transformada de Fourier da interacao U, = U(|r —1'|),

=Y U] elah (6.13)
r—r/
e o operador @q é definido como
. 1 02 9
Oy = — % 202 TETS [U(q)—l—v] : (6.14)

As integrais remanescentes em (6.11) podem ser avaliadas através do método do
ponto de sela, que torna-se exato no limite termodindmico N — oo. As equagoes de ponto

de sela sao determinadas pelas condicoes

0Sefyr  0Sepr  0Sepr  0Sefy
S oy o6& 6

As duas tltimas equagoes (fermidnicas) sdo trivialmente satisfeitas com & = & = 0,

= 0. (6.15)

enquanto que as bosonicas levam a equagoes do vinculo para os parametros p e 7,

H? 1 g 3
1= B + — Y - coth <w3> ’ (6.16)
A+ dUO) 4] N Ged 2
(§]
= i 159 B g
0 — N (U(OM)Q]Q 0O+ + 55 S s [U(q)+’y]coth<2wq
u+ 7@
1 g



Capitulo 6. Modelo Esférico Quantico Supersimétrico 37

com as frequéncias bosonicas e fermidnicas definidas como

() =29 {p+ 5 0@+ o WP =glU(@+r+Hp  (638)

As andlises das propriedades de convergéncia das equagbes (6.16) e (6.17) determinam
o comportamento critico do modelo. Na préxima secao, faremos uma anélise detalhada
para o caso de interagoes de curto alcance (9.4), cuja transformada de Fourier toma a

forma,
d
U(q) =2U > cosg;. (6.19)
i=1

Antes de fazer isso, entretanto, é instrutivo olhar a energia livre do sistema, f =

%Seff, que da

_ H]23 B i 2sinh (gwfﬁ
;o= 4+ 3 (U(0) +9)7 HY BN %m Lcosh(gwg“) (6.20)

No limite T" — 0 essa expressao se reduz a energia do estado fundamental, que na auséncia

de campos externos se reduz a:

]JE\? = —u+£v%:(wf—w§)
- —u+;V%j{[zg<u+;(U(q)+v)2)]%—[2g<;(U(q)+v)2)]%}-

(6.21)

Vemos que Ey ¢ nula apenas para = 0, independente de ~y. Portanto, uma energia do
estado fundamental ndo nula é um diagnodstico de quebra de supersimetria e isso implica
que qualquer solugao de (6.16) e (6.17) com p # 0 corresponde a uma quebra espontdnea
de supersimetria. No caso de temperatura finita, a supersimetria sempre é quebrada por

efeitos térmicos, independente dos valores tomados por p e 7.
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7 Comportamento Critico Quan-
tico do Modelo Esférico Supersi-

métrico

O objetivo deste capitulo é estudar o comportamento critico quantico do modelo
esférico supersimétrico a temperatura zero. Inicialmente é analisado o comportamento
do multiplicador de Lagrange + proximo da criticalidade. Posteriormente sao obtidos
os expoentes criticos associados a algumas quantidades termodinamicas, entre elas, a

magnetizagao bosonica e a suscetibilidade.

7.1 Comportamento do Multiplicador de Lagrange v Proé-

ximo da Criticalidade

Para estudar o comportamento critico quantico temos que analisar os vinculos
esféricos (6.16) e (6.17) no limite de temperatura zero (8 — o0), que nos possibilita
obter os parametros p e v como uma funcao g, Hp, e Hp. E til lembrar aqui que
o pardmetro y implementa o vinculo usual ¥, S? = N, enquanto que 7 implementa o
vinculo 3, (FySy — ¥rtby) = 0. Portanto, v é o pardmetro responsavel pelo acoplamento
entre os graus de liberdade bosonicos e fermidnicos.

Considerando primeiramente Hg = Hp = 0, é imediato verificar que a expres-
sdo (6.17) é satisfeita apenas se p = 0 independente do valor de 7, implicando que a

supersimetria nao é espontaneamente quebrada neste modelo. No limite termodinamico,
1 - dlq
DD s (7.1)
N4 (2m)d

e o comportamento critico é entdao governado pela equacao (6.16) com Hp = p = 0,

1 = iz 9 _ \/g/ d’q 1
N 45 2w§ 2 (2m)d |y +2U 3, cos(q;)|

(7.2)

que envolve apenas o multiplicador de Lagrange v que carrega a informacao de interacao
entre bésons e férmions. Isso é uma diferenga crucial comparado ao modelo esférico nao-
supersimétrico do capitulo 3. O modelo exibird um ponto critico se a integral de momento
em (7.2) convergir mesmo quando o denominador se aproxima de zero. O ponto critico
estd, portanto, localizado em 7. + 2Umax(}_; cos ¢;) = 0 se y e U tem sinais opostos, e em
Ye + 2Umin(Y"; cosq;) = 0 se v e U tem o mesmo sinal. Escrevendo a versdo on-shell da

agao (6.6), podemos ver que o produto YU é efetivamente uma interacao entre primeiros
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vizinhos (mostramos explicitamente no capitulo 9, equagao (9.6)), de modo que YU < 0
corresponde a uma interagao ferromagnética enquanto que YU < 0 a uma interagao anti-
ferromagnética. Por simplicidade, ao longo deste trabalho vamos considerar que v e U

tem sinais opostos, digamos v > 0 e U < 0, em que
ve = 2|U|d. (7.3)

Para proceder vamos assumir momentaneamente que -y + 2U >; cos(g;) > 0, tal
que podemos nos livrar do valor absoluto no denominador de (7.2) (devemos ver na solugao
numérica que quando v > 0 e U < 0, este é de fato o caso). E conveniente reescrever (7.2)

com a ajuda da identidade (3.34), de modo que a equagdo do vinculo é expressa como

= e e e{ - (- Yo
d

B zﬁ/ooodm‘% 2|U\> o <t¥“sq">
_ 4{5' /Ooodtexp (—2|U|t> ()] (7.4)

em que novamente Ig(t) é a fungdo de Bessel modificada de primeiro tipo. A anélise

agora segue a abordagem padrao empregada no capitulo 3 com respeito ao modelo esférico
usual. Temos que investigar as propriedades de convergéncia da integral aparecendo nesta

expressao,

- /0 * dtexp (-wt) 1o (£)]° (7.5)

Para isso, usamos os comportamentos assintéticos de Iy(), repetidos aqui por convenién-
cia
Ip(t) ~ 1, t— 0,

t
e
Io(t) ~

(27?15)%’ t — oo. (7.6)
Esses comportamentos mostram que uma divergéncia potencial de (7.5) esta localizado
na regiao de grandes valores de t. A expressao (7.5) converge no ponto critico para d > 2,
que determina a dimensao critica inferior do modelo d? = 2. Neste caso o modelo exibe
um ponto critico quando vy alcanca 7., com um valor correspondente g = g.. Para extrair
a dependéncia em (y —1,) de acordo com a dimensionalidade em d > 2, consideramos a

derivada de Z; com respeito a 7 na regido para grandes valores de ¢ [34],

Ty ~ = [t exp[—(y — 7)) (7.7)

Essa expressao converge no ponto critico para d > 4, que determina a dimensao critica

superior do modelo dg = 4. Para 2 < d < 4, nés podemos encontrar a ordem de
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contribuigdo dominante para 7y ~ 7. avaliando a integral em (7.7):

Z)(y) ~—(7=7) 7T (4;d> : (7.8)

Integrando essa expressao em ~ obtemos

(d—2)

Za(v) — Za(ve) ~ e _(]ﬁ) T (4 ; d> : (7.9)
2

Uma vez que a equagao (7.4) é da forma 1/,/g ~ Z(7y), expandindo a mesma em torno

do ponto critico e usando (7.9), segue que

(d—2)

Tg~(y=7) 7, para 2<d<4, (7.10)

em que 74 = (/9 — \/9c)/\/Ge-

Para d = 4, precisamos ter um pouco mais de cuidado com (7.5). Também consi-

deramos a derivada com respeito a -,
Zy(v) ~ = /OO dtexp | —=1—t |t [To(t)]". (7.11)
0 2|U]

Entao dividimos a regiao de integragao como [;° = fol + /7. A integral na primeira parte
é claramente finita e para a segunda parte nds utilizamos o comportamento assintético
em (7.6),

Zy(y) ~ —/100dteXp <—2|tU|(7—%)> t!

1
—I10,—(v— 7.12
(05576 -70)). 712)
em que I (O, (72|7U7|C)) é a fungao gama incompleta [33]. Seu comportamento para (v —~.)
pequeno é dado por
F o b (=90 ) = = |2 ) 40— 0) (7.13)
"2|U] 2[U] ’

em que —I’(1) é a constante de Euler. Usando esse resultado em (7.12) e integrando em

v, obtemos
Zi(v) = Za(ve) ~ (v = 7e)In(y = 7e), (7.14)
que, junto com a equagao (7.4), implica em
g~ —(v =) In(y —7e)- (7.15)

Para d > 4, como Z'(vy) é convergente no ponto critico segue imediatamente que

() = () + (= )T (e) + -+ (7.16)
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que, por sua vez, quando substituido em (7.4) e expandido em torno do ponto critico,

fornece
g ~ (v = %) (7.17)

Os resultados acima podem ser resumidos como

2
T4 7 para 2<d<4
(V=) ~{ =~ para d=4 , (7.18)

In7g

Ty  para d>4

mostrando o comportamento de v préximo do ponto critico quantico. Isso corresponde a
uma transicao de fase quantica sem a quebra de supersimetria.

Uma anélise numérica da equagao (6.16) pode nos ajudar a revelar a relagao entre
os parametros y e /g como uma fun¢do de N. Os resultados sao mostrados na figura (4)
para alguns valores inteiros da dimensao, em que observamos os pontos de surgimento de
nao analiticidade a medida que aumentamos NV, isto é, a medida que nos aproximamos do
limite termodinamico, sinalizando a transicao de fase quantica. Além do mais, a solucao
numérica representada na figura (4) mostra que /g > /gc para v > 7., enquanto que
V9 < +/9c para v = 7. Note que v nunca fica abaixo do valor critico ..

24

- N =100
— N = 1000

18 N = 10000

Figura 4 — Formacao da singularidade de acordo com a andlise numérica da equagao (6.16)
com Hp = p = 0 a medida N ¢é aumentado. O modo zero (que conduz ao
ponto critico para v > 0 e U < 0) é tratado separadamente antes de tomar o
limite termodinamico. Para U = —1, os pontos criticos sao /g, = 7.91, 12.9,
e 17.29, as dimensoes 3, 4 e 5, respectivamente.

7.2 Magnetizacao, Condensado Fermionico e Suscetibilidade

No caso quantico, as quantidades termodinamicas podem ser computadas a partir

da energia livre (6.20) no limite de temperatura zero, com p = 0,

r = e+ s [+ - [+ ] o
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em que U(0) = —2d|U| = —~,. Primeiramente calculamos a magnetizagao,
1 of Hp
mp=(—>» S = — = , 7.20
<N 21‘: I4> OHp (v =) (720

que é nula para Hg = 0 e /g > /gc, uma vez que 7 é sempre diferente de 7., conforme
vimos no fim da segao anterior. Entretanto, quando Hp = 0 e /g < /g. existe uma
indeterminacao na magnetizagao pois nesta regiao v = .. Neste caso, podemos utilizar
a expressao do vinculo com Hp para resolver essa indeterminacao. Note primeiramente

que, de acordo com a equacao (7.4), g. é dado por

= [ e () oo

_ 4|1U| /O"Odte—dt [1o(£)]". (7.21)

Agora, considerando a equacao do vinculo para valores /g < ,/g. e incluindo a depen-

déncia no campo externo Hp, obtemos

. H2 \/5 0 Ye d
1 = (v—ic)4+4|Ul/o dt exp (—2|U|t> To(1)]
- bV (7.22)

(’7 _'76)4 \/%

Utilizando a equacao (7.20) nesta relagdo segue imediatamente que

S (@@f ) (7.23)

fornecendo um expoente critico quantico 3, = 1/2 para d > 2. Como no equivalente nao
supersimétrico, a magnetizacao ndo depende da dimensao [7], (tabela (3)).
Analogamente a magnetizacao bosonica, o condensado fermionico pode ser calcu-

lado como
Sl \ o
CF: <N zr:wrwr> - aHF

- “j}vﬁgnz (+U() + Hr)

= \ggsign(v + Hp), (7.24)

em que usamos >.q U(q) = U(|h| = 0) = 0, uma vez que nao ha auto-interagao. Por-
tanto, para Hrp = 0, o condensado fermidnico é uma funcao de g, ambos acima e abaixo
do ponto critico.

Finalmente, obtemos a suscetibilidade bosonica a partir da equagao (7.20),

amB

OHp =(v— %)_27 (7.25)

XB =
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que diverge para /g < y/gc uma vez que y = .. Essa ¢ uma caracteristica de modelos
esféricos [4]. Para /g > ,/gc a quantidade (v —7.) depende da dimensao de acordo com
a equacao (7.18). Em particular, para 2 < d < 4, obtemos

4
XB=1"", (7.26)

de modo que encontramos um novo expoente critico vy, = ﬁ, mostrando que o modelo
esférico supersimétrico de fato exibe um comportamento critico nao trivial para o caso de
interacoes de curto alcance. E instrutivo comparar esse expoente critico com o equivalente
nio supersimétrico, dado por v, = 725 [7], (tabela (3)).

Acima da dimensao critica superior, d > 4, a equagao (7.18) implica em
-2
X~ Ty ", (7.27)

recuperando o expoente critico de campo médio v, = 2 [42].
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8 Comportamento Critico Térmico
do Modelo Esférico Supersimé-

trico

Neste capitulo, essencialmente é realizado o mesmo procedimento do capitulo an-
terior, entretanto, é analisado o comportamento critico térmico do modelo. Inicialmente
¢é analisado o comportamento do multiplicador de Lagrange ~ proximo da criticalidade
em duas situagoes diferentes, quando 1 # 0 e quando p = 0. Também sao investigados a
magnetizagdo bosonica, o condensado fermidnico e a suscetibilidade para ambos os valores

de p.

8.1 Comportamento do Multiplicador de Lagrange v Proé-

ximo da Criticalidade

No caso anterior, vimos que a supersimetia nao é espontaneamente quebrada a
temperatura zero uma vez que as equagoes de ponto de sela impoem que pu = 0. A
temperatura finita, entretanto, a supersimetria é quebrada. Isso é uma consequéncia da
forma diferente como bdsons e férmions comportam-se na presenca de flutuagoes térmicas
[43, 44]. Portanto, é esperado nesse caso que as equagoes de ponto de sela admitam
solugbes com p # 0.

A temperatura finita as flutuacoes térmicas em geral dominam sobre as flutuacoes
quanticas (Bwf IF << 1), de modo que o comportamento critico é governado essencial-
mente pelas flutuagoes térmicas. Nessa situacao, podemos expandir as fungoes hiperboli-
cas nas equagoes (6.16) e (6.17) para pequenos argumentos (coth x ~ % + 5 etanhz ~ x)

para estudar o comportamento critico. Na auséncia de campos externos, encontramos

1 1
1~ , 8.1
26N Zq: 1+ 3 (v 42U i cos(i)’] &y

1 1
" 26N 201: {M + % (v+2UY; COS(QZ'))ﬂ l2U§Z’:COS(%) +7]

By
- zq: [QU;COS(qi) + 7} . (8.2)

A equagao (8.1) mostra que o modelo exibe um comportamento critico para toda a regiao

de p < 0. Lembrando que v > 0 e U < 0, o ponto critico ocorre no minimo de U(q), que
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agora é lido como
Yo = 2|U]d +/2ul. (.3)

A analise do comportamento critico segue similarmente como no caso de tempe-

ratura zero e pode ser obtido a partir de (8.1) no limite termodinamico,

_ ddq 1
o= [y (=20l + [y — 210] i cos(:)]7]
1 1

Iy — 20U s cos(ar) —2lul |y — 21U] i cos(ai) + /21l

71 > ex —fy—t sin @ d
2|U|\/m/o dt p< 2|U|> h(2|U| t) ()" (8.4)

em que na ultima linha empregamos a representagao em (3.34). Analisando os comporta-

1 / d4q
22l @)

mentos assintéticos, é direto mostrar que a integral converge quando ¢t — 0 para qualquer
dimensao independentemente do valor de pu. Por outro lado, para grandes valores de ¢
a convergéncia depende da dimensao bem como do parametro i e devemos investigar os

casos p # 0 e p = 0 separadamente.

8.1.1 Solugoes com p # 0

Para p # 0 o comportamento assintético da integral

Za(vy,p) = /OOO dt exp<—7t> sinh (mt) [Io(t)]d, (8.5)

2|U] 2|U]

mostra que a divergéncia ocorre para grandes valores de t dependendo da dimensionali-
dade. Nesse caso, a integral Zy(y, ;) é convergente para d > 2 quando v > 7., exibindo
um ponto critico em v, = 2|U|d + \/m . Como na se¢ao anterior, obtemos a dependéncia
de (7 —7.) na regido para grandes t a partir da derivada da equagdo (8.5) com respeito

a,

) 0 (d-2)

To(yom) ~ = [ dt 7 expl—t(y—10)) (8.6)
Comparando com a equagao (7.7) verificamos que para temperatura finita e 4 # 0 o
modelo exibe as mesmas propriedades de convergéncia como no caso quantico, mostrando
uma transi¢do de fase com quebra de supersimetria. De acordo com a equacao (8.4), a

integral Zy(~y, 1) é proporcional a 1/T, de modo que

2
7'5‘2 para 2<d <4
(v=%) ~\ —pF; para  d=4 (8.7)

InT,

Tg  para d>4

com 73 = (T —1T¢)/T.. Os pontos de formacao de ndo-analiticidade em v = 7. e como

eles dependem das dimensoes do sistema sdo ilustrados na figura (5).
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Figura 5 — A equagao (8.1) conduz a um ponto de nao-analiticidade a medida que N é
aumentado. O plot foi feito usando y = U = —1 para d = 3,4, e 5, definindo
os respectivos conjuntos de pontos criticos: (v, = 7.41; kT, = 22.02), (7. =
9.41; kT, = 51.69), e (v, = 11.41; kT, = 88.71).

8.1.1.1 Magnetizacao, Condensado Fermionico e Suscetibilidade

Vamos comecar com a magnetizagao bosonica, que pode ser obtida a partir da

energia livre (6.20),

of Hp
—_ — , 8.8
T o o [~ Iul + 5 (v = 2|U1d)?] (85)

De acordo com a solugdo numérica mostrada na figura (5), quando 7" > T, o parametro
v é sempre maior do que 7., tal que a quantidade {—|/¢| + % (v— 2|U|d)2} ¢ diferente
de zero. Emntao, para Hp = 0 a magnetizacao desaparece. Para T < T,., nds temos
v = 7. € a magnetizacdo conduz a uma indeterminacao quando Hp = 0. Como no caso
de temperatura zero, podemos resolver isso usando o vinculo esférico, equagdao (8.1), na

presenca de Hp. Com isso encontramos

[N

Te— T) , (8.9)

mp = =%

p=+ (=%

caracterizando um expoente critico térmico S = 1/2 para todas as dimensoes d > 2.
Assim como a magnetizagao bosonica, a partir da energia livre (6.20), obtemos a

expressao para o condensado fermionico,

Cr =

of 1 diq 7 = 2|U| 5 cos(g:)
_ 6/ )| (8.10)

OHp 20| + (7~ 2|U| =y cos(ar))’]

Nessa expressdo, utilizamos a segunda equagao do vinculo (8.2) para expressar g em
termos de v, e 8. A partir disso, vemos que para T' < T, como 7 ¢ fixado em v = ~,

o condensado comporta-se como

Cr T, (8.11)
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independente da dimensao. Quando T" > T,, v muda com a temperatura mas a expressao
(8.1) ndo fornece uma expressiao explicita de v = (). Nesse caso, procedemos com
uma analise numérica do condensado fermionico na regidao v > .. Para isso, usamos a

identidade (3.34) para reescrever (8.10) de uma maneira mais conveniente,

77 ginh (t\/m) 7 Ho()]" = 2iU1d [lo(8)] " Ta ()]

2|U]

L e
= BQ\U]\/M/U dte

(8.12)

Os resultados sdo mostrados na figura (6), em que vemos que acima da temperatura critica

o condensado também nao depende da dimensao,
1
CpoxT2. (8.13)

Para temperaturas muito altas, podemos ver esse comportamento emergindo em (8.10).
De fato, neste limite a relagao (8.1) implica em v ~ T’ > (negligenciando p e U comparado
a ), que quando substituido em (8.10) conduz ao resultado acima. Precisamente as
mesmas dependéncias com a temperatura sao obtidas na versao do modelo de campo
médio [42].

9| e Numerical data O Numerical data
—  F 30r
Fit — Fit

30 60 90 400 800 1200
KgT KgT

Figura 6 — Analise numérica do condensado fermionico, com p # 0, na regiao T" > T,
para d = 3 e d = 5, representados pelos graficos da esquerda e da direita,
respectivamente. O melhor fit dos dados numéricos é Cp = a + bv/T, em que
a e b sao constantes.

Em seguida, voltamos com a suscetibilidade bosonica a partir da equagao (8.8),

. 8mB 1

1 2_1
=5 [l +5 G207 (814)

= oy 2

a qual diverge para T' < T,, uma vez que v = .. Para T' > T,, expandimos a expressao
acima em torno do ponto critico,
-1

{\/M(V - 'YC) + ;(7 - 70)2} . (8'15)

XB

DN | —
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Como p # 0, o comportamento da suscetibilidade é governado pelo termo dominante
(v —7¢). Usando a equagao (8.7) para expressar (7 —~.) em termos da temperatura,

obtemos finalmente,

~(a%2)

T3 para 2<d<4
-1
XB ~ (1 il ) para  d—=4 - (8.16)
]
3 -1 para d>4

Para 2 < d < 4, obtemos um novo expoente critico, vy = (Tzz) e para d > 4 recuperamos

o expoente critico de campo médio, yp = 1 [42].

8.1.2 Solugoes com ;= 0

Tomando p = 0 em (8.4), obtemos

8= 4’U’2/ dttexp< 5 )[Io(t)]d. (8.17)

Vemos que um fator adicional de ¢ no integrando comparado ao caso anterior, muda as

propriedades de convergéncias, e consequentemente o comportamento critico. De fato, a

integral que deveremos investigar agora é

70 () = /OOO dt texp <_2!U|t> [To()]" (8.18)

Essa integral converge no ponto critico v = 7, para d > 4, determinando a dimensao
critica inferior d? = 4. Para determinar a dimensao critica superior, consideramos a

derivada com respeito a 7,
/ e 9] _
I ()~ = [t e (<t (= 20). (8.19)

Essa expressao converge no ponto critico para d > 6, fornecendo a dimensao critica d,g = 6.
Procedendo similarmente como na secao anterior, obtemos a relagao entre (v — ) e 73

de acordo com a dimensionalidade,

T/Bd"‘ para 4<d <6
(V=) ~{ =2 para d=6 - (8.20)

In7g

73 para d>6

Entao, o modelo exibe um comportamento critico nao trivial para 4 < d < 6.

8.1.2.1 Magnetizacao, Condensado Fermionico, e Suscetibilidade

Seguindo a andlise das se¢oes anteriores, os expoentes criticos podem ser pronta-

mente computados. Para evitar repeticoes desnecessarias, apenas exibimos os resultados.
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45+

20F | ®  Numerical data ®  Numerical data
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Figura 7 — Condensado Fermi6nico para = 0 e T > T.. Os plots, para d = 5 (gréfico
esquerdo) e d = 7 (grafico direito), mostram os mesmo comportamentos com-
parado ao caso com p # 0.

O expoente critico da magnetizacido é S = 1/2 para todas as dimensoes d > 4. O con-
densado fermidnico também mostra o mesmo comportamento como no caso p 7 0, que é

dado por

T vparaT <T,

; 8.21
paral' > Tc ( )

Cr x

Nl =

em que a dependéncia a alta temperatura é determinada numericamente, como mostrado
na figura (7). Os resultados sdo também independentes da dimensao.
Finalmente, préximo do ponto critico, a suscetibilidade comporta-se como
~(747)
Tg 4/ para 4<d<6

—2
XB ~ <1£fﬂ> para d=6 > (8.22)

5 2 para d>6

a qual conduz aos expoentes criticos vp = ﬁ parad <d < 6,eyr =2parad > 6. Un

resumo dos resultados ¢ exibido na tabela (4).
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T 7 d; dy, Yg/T v n B (Classe de univ.
0 0 2 4 {;l/ (d=2) {1;2(61 -2) -2 % quant. sup.
>0 #0 2 4 {?/ (d=2) {1;2@_2) 0 % térm. sup. |
>0 0 4 6 {;l/ (d=4) {1;2@ —4) -2 % térm. sup. II
o - 1 3 {f/ (d=1) 1;2@ -1 0 3 quantico
>0 - 2 4 {?/ (d=2) {1;2@ ~2) 0 3 classico
Tabela 4 — Resumo do comportamento critico. Para facilitar a comparagdo, incluimos

nas duas linhas inferiores na tabela os resultados das versoes classicas e quan-
ticas nao-supersimétricas do modelo esférico. Adicionalmente, incluimos os
resultados para os expoentes criticos n e v. O expoente 1 segue direta-
mente a partir do comportamento da funcao de correlacdo (S_qSq) para
pequenos momentos (grandes distancias) e tomado no ponto critico, isto é,
(SqSq) ~ (W52 ~ (=\/2uUlaP+ 3U%al* +-)

mostra claramente a diferenca dos valores de 7 nos casos de y =0e u # 0. O

1
~ |g|7*7, que

expoente v pode ser computado em todos os casos a partir de § ~ (y — %)_%,
e entdo usando as relacoes (7.18), (8.7) e (8.20) para expressar £ na forma
& ~ 777 para cada um dos casos. Podemos checar imediatamente que todos
os expoentes satisfazem as relagoes de escalar padrao, relembrando que no
caso de temperatura zero devemos substituir d — d + z, como comentado no
final do capitulo 2.
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9 Funcao de Correlacao

Neste capitulo, é analisada a funcao de correlagdo do modelo supersimétrico com
o objetivo de investigar a possibilidade de interacoes competitivas. Essa analise ¢ moti-
vada pela versao on-shell da Lagrangiana supersimétrica, que apresenta uma potencial

competicao entre as variaveis bosonicas.

9.1 Interacoes Competitivas entre as Variaveis Bosonicas

A forma on-shell da Lagrangiana (6.6) revela uma caracteristica interessante das
interagoes entre as variaveis bosonicas Sy de diferentes sitios. A formulagdo on-shell é
obtida integrando o campo auxiliar F,. Como aparece no maximo quadraticamente na
acao, esse processo é equivalente a utilizar sua equacao de movimento, que é puramente

algébrica
oL

OF.

0 = F=—5%— Z Ur,r’SI"7 (9.1)
r/
isto é, nao ha derivada temporal de F} e assim nao é um grau de liberdade fisico dindmico.

Substituindo Fy de volta em (6.6), obtemos a Lagrangiana on-shell

L = ; SOSE Ay Doty — ; > JewSeS = 3 Urw b = 3 Se (Ve + Eilr)

r,r’/ r,r’ r

— u> (SE-N) - ;72 N —~ (Z Up o SeSpr + > q;rwr) : (9.2)

r,r’/ r

em que Jyp = 3o Up prUpr .

Vamos focar nos termos envolvendo interagoes de Sy em diferentes sitios,

Lgs = _; Z Jr,r’SrSr’ - Z Ur,r’SrSr" (93)

r,r’/ r,r/

Para tornar claro o papel desses termos, consideramos explicitamente as interacoes de

curto alcance
d
Ur,r’ =U Z (5r,r’+ei + 5r,r’—ei) 5 (94)
i=1

em que U é a energia de interacao que pode ser positiva (ferro) e negativa (anti-ferro), e
consideramos uma rede hiperctibica d-dimensional com e’ sendo um conjunto de vetores

unitatios ortogonais,

{ei} = {(1,0,...,0):(0,1,0,...,0);...;(0,...,0,1)}. (9.5)
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No caso unidimensional, temos U, ., = U(8, 741 4 6y 1) € Jpyr = U (8 oy + 6 +
dr4/—2), de modo que (9.3) torna-se

U2
LSS — —7 Z(STST+2 -+ STST_Q) — ’YU Z(STSTJrl + STST—1)7 (96)

com o multiplicador de Lagrange v juntamente com U desempenhando o papel de uma
energia de interagao de primeiros vizinhos. Portanto, vemos que mesmo se Uy ,» ¢ apenas
uma interagdo de primeiros vizinhos, umas vez que integramos sobre o campo auxiliar
Fy, as interagoes resultantes J.  serdo efetivamente de segundos vizinhos. Como v e U
tem sinais opostos, as energias de interacio U?/2 > 0 e yU < 0 favorecem diferentes
ordenamentos entre primeiros e segundos vizinhos (ferro e anti-ferro, respectivamente).
Em geral, modelos com interagoes competitivas dao origem a diagramas de fase ricos,
como tem sido observado em varios modelos de rede [45, 46, 47, 48], incluindo versoes

classicas [49, 50] e quénticas [32, 51] do modelo esférico.

9.2 Fungao de Correlacao

As intera¢bes competitivas também afetam as fungoes de correlacdo. Quando as
interacoes sao independentes uma das outras, dependendo da sua magnitude relativa, elas
geralmente conduzem a um comportamento oscilatorio na correlacao, além do decaimento
exponencial usual. Em particular, como mostrado em [32] para o modelo esférico quan-
tico com interagoes competitivas, tal oscilacao é manifestada ja na fungao de correlagao
unidimensional.

No presente caso, entretanto, as interagoes nao sao independentes umas das outras,
uma vez que as solugoes de ponto de sela para v implicam que os vinculos esféricos devem
ser satisfeitos para -, que envolve outros parametros, incluindo U. Além disso, ndo é claro
a priori se as fungoes de correlagao exibirdao um comportamento oscilatorio.

A funcao de correlagdo pode ser computada trocando na funcao de particdo o

campo bosonico uniforme Hp por um campo dependente da posicao do sitio, isto é,
HBZST = ZHrSr, (97)
r r
que resulta na funcao de particao,

z = /DQexp{—/OBdT

Com isso, a energia livre torna-se

1 HqH_ 1 (BB
f = N > (29)(2}(}3)3—@+qu3111 [281Hh<2wq>]

1
- 5N zq:ln [2 cosh (gw5>

Lg+ Z HrSr] } : (9.8)
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No espago dos momentos, as fungao de correlacdo segue immediatamente,

1 0*f g 1

<SQS*(1> = _Eququ = BN (wg)Q

(9.10)

Voltando para o espaco das posic¢oes, a funcao de correlagao unidimensional é dada por,

1 (™ dqg eldh
SeSrinh = 5= [ 52 .
(SrSrn) 28 J—x 27TM—|—%(7—2|U|COSQ)2

(9.11)

Por simplicidade, nas analises seguintes consideraremos as solugoes de ponto de sela com
@ = 0, uma vez que p nao é um parametro relevante para a questao que estamos inves-
tigando. Naturalmente, as conclusoes gerais nao sao afetadas quando p 7% 0. Temos que
analisar a funcao de correlagao junto com a equacao do vinculo,
1 /™ dg 1

1= = .
B S 27 (y = 2|U| cos q)°

(9.12)

Para tornar claro o ponto principal dessa andlise, consideramos um calculo um

pouco mais geral, deformando a fun¢ao de correlacao de acordo com

_ 17 dq exp{(igh)}
<SrSr+h> - 5 o P} )
fJ—m 21 (v —2|U|cosq)” + acosq

(9.13)

com a modificagdo correspondente no vinculo (9.12). Isso é equivalente a adicionar na
Lagrangiana um termo de interacao entre primeiros vizinhos independente com energia
«. Em principio, adicionando apenas esse termo o modelo é incompativel com a supersi-
metria!. No final tomaremos o limite av — 0.

Com a mudanca de variavel z = €%, trocamos a integracdo em ¢ por uma integra-
¢ao ao longo de um caminho fechado (circulo unitario) no plano complexo. O denominador

de (9.13) pode ser escrito como um polinémio de quarta ordem em z,

1 Zl-l—h
(5:5re0) = 30 § T (o~ B A5 (e +2) 2 (e B o 1]

(9.14)

em que o contorno C é um ciculo unitario percorrido no sentido anti-horario. As raizes

do polinémio sao dadas por

21 (—a+4|Uy+ A+ B*), (9.15)

1 1
~ 8|U? 8|

e as raizes complexas conjugadas sdo, 2] e 25, com

A = Ja(a=_8|Uly),
B = /[-8JUly[A+2(a—|Uly)] —64|U[4 + 2a (a + A). (9.16)

E possivel em principio modificar a Lagrangiana bem como as transformacdes de supersimmetria a
fim de acomodar tal termo sem quebrar a supersimmetria. Voltaremos neste ponto na préxima se¢ao
em que discutimos uma deformacao similar sem destruir a supersimetria em um modelo de teoria de
campos equivalente.

1
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Das quatro raizes, apenas 21 e z] estao dentro do circulo unitério se consideramos valores

de a no intervalo? 0 < o < 4|U|~y. Realizando a integracdo no plano complexo obtemos,

1 Z£h+1) Zik(h+1)
S8, 1) = 1 , 9.17
(SrSr-n) U123 |w (a,y,U) — w*(a,v,U) (9.17)

no qual escrevemos o denominador como
w(o, v, U) = (21 — 22) (21 — 21) (21 — 25) = |wle®. (9.18)

A integral do vinculo (9.12) (com a introdugdo do termo « cosq) pode ser realizada de

maneira semelhante, resultando em

1 21 2]

1= +
UPS [w (a7, U)  w*(a,7,U)

(9.19)

Com isso, podemos escrever a fungao de correlagdo (9.17) de uma forma compacta,

cos[0 — (h+1)46]

(SrSr+n) = cos (6 — 0)

exp (hln|z]|), (9.20)
em que,
21 = |z e (9.21)

Vemos que no limite o — 0 a raiz z; torna-se real de modo que # é nulo. Nesse caso, o
fator oscilatério desaparece na fungao de correlagao (9.20), restando apenas o decaimento
exponencial usual, uma vez que |z1] < 1 (essa raiz estd dentro do circulo unitério).
Portanto, o modelo nao exibe as oscila¢oes caracteristicas de interagdes competitivas. Elas
sao geradas apenas quando deformamos a teoria com o termo « cos g, que corresponde a

introduzir uma interacao de primeiros vizinhos no modelo.

2 Impomos esse limite superior a apenas para simplificar a analise. O que realmente importa aqui é

que o valor o = 0 pertence ao intervalo, que é o limite na qual pretendemos adotar para recuperar o
modelo original.
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10 Equivaléncia com o Modelo

Sigma nao-Linear

Neste capitulo, é discutida a equivaléncia do modelo esférico supersimétrico com
uma versao nao-relativistica do modelo sigma nao-linear supersimétrico. Primeiramente
é apresentada a formulagao do modelo bem como as transformacoes de supersimetria das
componentes do supercampo. Ao final do capitulo é obtida a acao efetiva do modelo na

expansao 1/ N, o que possibilita a comparagdo com o modelo esférico.

10.1 Formulacao do Modelo Sigma nao-Linear

Um guia util para esclarecer a conexao com a teoria de campos é lembrar do
mapeamento quantico-classico baseado em argumentos do grupo de renormalizagao, co-
nectando fenémenos criticos classicos (térmicos) em D dimensoes espaciais a fendmenos
criticos quanticos (temperatura zero) em d = D — z dimensoes espaciais. Em nosso caso,
notamos um deslocamento em ambas as dimensoes criticas inferior e superior por um
fator de 2, isto é, (2,4) — (4,6), para os casos de temperatura zero e temperatura finita
com p = 0, mostrando que o expoente critico dinamico ¢ z = 2. Isso pode também
ser obtido diretamente a partir da divergéncia da tlemporal correlacdo no ponto critico,
e~ (w8~ (—\/MU|q]2+%U2|q|4+---)7§ ~ |q|7%, que para pu = 0, fornece
z = 2. Isso implica que o comprimento de correlagao e a correlacao temporal escalam
de maneira anisotropicamente no modelo, ponderado pelo expoente z = 2. Sendo assim,
qualquer conexao com teoria de campos deve ser nao-relativistica.

A caracteristica nao-relativistica mencionada acima, pode também ser notada
ainda mais diretamente considerando ingenuamente o limite do continuo da acao no su-
perespago (6.2) no caso em que Uy, corresponde a interacoes de primeiros vizinhos.
Enquanto as derivadas temporais aparecem apenas dentro das derivadas supercovarian-
tes, as derivadas espaciais que emergem no limite do continuo aparecem explicitamente
na acao,

] g [ d 2 1 2
/ Qtd0AT S Uy ®p Dy — / dtd0do / dy <c1>r — (Vo) ) . (10.1)

) limite do continuo
ryr

e, portanto nao estao em pé de igualdade com as derivadas temporais. O resultado é uma

teoria que, quando escrita em componentes, possui um numero diferente de derivadas

temporais e espaciais, o que leva a um escalamento anisotrépico ponderado por z = 2.
A correspondéncia entre as simetrias globais é crucial na identificagdo da teorias

equivalentes. De acordo com a discussao anterior, devemos entao olhar para uma teoria
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que é supersimétrica, mas nao invariante de Lorentz. Um modelo sigma nao-linear com
essas propriedades foi construido em [52], e é um candidato natural para ser equivalente
ao modelo esférico quantico supersimétrico. Em adicao, o modelo sigma nao-linear tem
uma simetria interna O(N) que nao estd presente no modelo esférico. Esse é o motivo
pelo qual a equivaléncia serd estabelecida estritamente no limite de N — oo, em que
efetivamente a simetria O(N) desaparece.

Por conveniéncia, antes de fazer a equivaléncia, revisamos brevemente a construcao
do modelo seguindo as convengoes de [52]. Como o tamanho do espinor e consequente-
mente a estrutura do superespaco dependem da dimensao do espaco-tempo, devemos
considerar aqui explicitamente o espaco-tempo de 2 + 1 dimensoes, que também pode ser
usado para o caso de 1 4+ 1 dimensoes, em que temos em ambas as situacoes espinores de
duas componentes. Nesse caso, o superespaco é constituido de coordenadas bosénicas z°
e 2', com i = 1,2, e um par de coordenadas grassmanianas reais ,, com a = 1,2.

O modelo é construido a partir de um conjunto de N supercampos escalares !,

_ 1~
D, = pu + 0y + 599Fa, a=1,.., N, (10.2)

tendo como componentes, campos escalares reais, ¢,, campos espinoriais de Majorana,
1q, € campos auxiliares bosonicos Fy. A variavel grassmaniana conjugada é definida como
6 = 07~ e similarmente para 1. As matrizes de Dirac na representacéo 2 x 2 sdo dadas

1

em termos das matrizes de Pauli como 70 = o9, y! = ioy e 4? = io3.

Os supercampos satisfazem o vinculo

N
q)aq)a =

— 10.
- (10.3)

com § sendo a constante de acoplamento. E importante enfatizar novamente a diferenca
fundamental comparado com o vinculo do modelo esférico (6.1). Enquanto o vinculo
acima ¢é local, uma vez que envolve apenas campos no mesmo ponto do espago-tempo,
o vinculo esférico (6.1) envolve as variaveis de spin de todos os sitios da rede, mesmo
aquelas que estao longe umas das outras.

Em termos das componentes dos campos, os vinculos sao,

1-
PaPa = Yapa =0, e poF, = 51/%177/1@- (10'4>

27‘67
Esses vinculos podem ser implementados por meio de um supercampo multiplicador de
Lagrange

_ 1-
X=o0+0+ 580/\, (10.5)

1 Embora estamos usando a mesma letra N em ambos os modelos, ele tem um significado diferente

em cada um dos casos. No modelo esférico, o limite termodindmico necessariamente corresponde a
N — 0o, uma vez que representa o nimero total de sitios da rede. Por outro lado, é um pardmetro
livre no modelo sigma n&o-linear, isto é, o niimero de campos, que pode ser escolhido conforme a nossa
conveniéncia.
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através da inclusao do termo X(P,P, — N/2§) na acao.
A acdo do modelo, incorporando o escalamento anisotrépico caracterizado por

z = 2, é dada por

1 _ N
=3 / dtd2zd?0 [cDaDD@a + a2 P VP, — X (PP — %] (10.6)
em que ag ¢ um parametro positivo adimensional e a derivada supercovariante ¢ definida
como P
=5~ 00y, (0, = By, a10;). (10.7)

Na expressao acima a é um parametro de dimensao ([a;] = 1 em unidades massa) para
dar a dimensao correta para a derivada supercovariante, uma vez que para o caso z = 2 é
mais conveniente atribuir as dimensdes [2Y] = 2 e [#] = 1 em unidades de comprimento.
As transformacgoes de supersimetria podem ser obtidas a partir da supercarga,
0 i
= — +iv'00,, (10.8)
00
definida de tal maneira que anti-comuta com a derivada supercovariante, isto é, {D, Q} =
0. Isso é obrigatorio para assegurar que D®, se transforma como o supercampo em si,
de modo que qualquer termo envolvendo derivadas supercovariantes é manifestamente

supersimétrico. A supercarga gera translagoes no superespaco,
o2’ = eQa¥ = iy, da' = EQr' = im0 e 60 =eQO =, (10.9)
em que €,, « = 1,2, é um parametro Grassmaniano da transformacao, sob a qual o
supercampo se transforma como
0P, = eQD,. (10.10)

Utilizando as propriedades 0,05 = i62615,5 = 3005,5 e @ = fe, e comparando as
poténcias correspondentes de ordem 6 em ambos os lados, encontramos as transformacoes

de supersimetria das componentes

590(1 - 61/}@7
0, = —iv“eéugpa + Fe,
6F, = —ien"d,,. (10.11)

10.2 Acao em Componentes e a Expansao 1/ N

Agora estamos prontos para discutir a equivaléncia entre os modelos. Para mostrar

isso ¢ conveniente escrever a acdo (10.6) em termos de componentes,

1 » -~ 1 -
s = [t {—2@92@ o0 B+ 5FR = aFV%p + 25

_ A N
+ o(Fo—50v) = 8o + S (0" - 2| (10.12)
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Podemos utilizar a equacao de movimento do campo auxiliar Fy,
F, = a2V2g0a — 0Qq, (10.13)

para elimina-lo da Lagrangiana,

1 =« a3 - = as -
/ dtd*x [—29062@ — ;v%v% + ?W‘aw + EQW%
N

, - A
- 1<72g02 - ;awi/} — &Y + 5(@2 -2 (10.14)

2
+  a0pVop 5 %

A quebra espontanea de supersimetria esta relacionada com a possibilidade de que os
campos multiplicadores de Lagrange possam adquirir um valor esperado no vacuo diferente
de zero. Para apreciar este ponto, fazemos os deslocamentos ¢ — o +m? e A = X + X,
em que m? e \g sdo os valores esperados no vicuo dos campos o e A, isto é, (o) = m?
e (A\) = Ap. A invaridncia rotational implica em () = 0. Esses deslocamentos fornecem

massas para bésons e férmions,

1 m2 _
Lonassa = _§(m4 - >\0)902 - 7¢'¢/f (10.15)

Portanto, qualquer que seja \g # 0, a quebra espontanea de supersimetria induz um
desbalanceamento entre as massas bosonicas e fermionicas, independente do valor de m?.

Como a dependéncia nos campos ¢ e 10, 1) é no maximo quadratica, eles podem ser
integrados na funcao de parti¢do. Isso produz uma acao efetiva que pode ser rearranjada
em uma expansao em poténcias de ordem 1/N. Para esse fim, depois de fazer os as
mudangas acima, fazemos um reescalamento apropriado dos multiplicadores de Lagrange,
o — a/\/ﬁ, A — A/VN e & — §/\/N, que afeta os termos de interagdo na segunda
linha de (10.14),

oL 9 oy L oo 1 N
Emt— \/NUSO(GZV m) ZNU 2m0¢¢ \/—5w¢+2\/—( (ij) )
10.16

As regras de Feynman dessa teoria sdo mostradas nas figuras (8) e (9). Em adigdo aos
fatores de N vindo dos vértices, sempre que ha um loop bosdnico ou fermidnico, isso
produz um fator de N no numerador, uma vez que o loop é produzido pela contragao de
N campos. O propagador fermionico é dado por

10ap . Pt + (a2p2 + m2)

S, = =30, 10.17
a(P) Pyt — (agp? +m?) + ie ’ abﬁQ — (agp? + m?)2 +ie’ ( )

enquanto que o propagador bosonico é

Z.(Sab
P2 — (agp? +m?)2 + \o + i€

Aap(p) = (10.18)
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Figura 8 — Regras de Feynman - tipo de linhas.
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Figura 9 — Vértices de interagao obtidos a partir de (10.16).

A acdo efetiva ¢é obtida efetuando a integracdo sobre os campos ¢, 1 e 1, o qual

conduzira a estrutura de uma expansao 1/ N,
1 0 _1
Seff[a,/\,f] =N251+ N SQ+O(N 2), (10.19)
em que Sp representa as fungoes de um ponto de o e A,

St = /dxrgn(g; = 0)o(z) +/dxr§1)(x = 0)A(2), (10.20)

com dr = dz'd%z e, iy (x=0)e Fg\l) (x = 0) dado pelos diagramas 1PI correspondendo
a figura (10), que sdo da ordem de N 2. Note que extraimos o fator de N 3 para exibi-lo

explicitamente em (10.19). A contribuigao gaussiana So envolve as fungoes de dois pontos,
1 i
Sp = —3 [dudyo(@)T (@ —y)aly) — 5 [ dedyA@)T 3 (@~ y)A()
7 _
- 5 [ dwdyE(@)TE (2~ y)Ew). (10.21)

com T dados pelos diagramas 1PI correspondendo a figura (11).
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Figura 10 — Contribui¢oes de um loop para as fungoes 1PI de um ponto. Todos esses
diagramas sao de ordem v/ N.
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Figura 11 — Contribuicoes de um loop para as fungoes 1PI de dois pontos. Todos esses
diagramas sdo da ordem de N. Apenas esses diagramas sobrevivem no limite
de N grande.

Em seguida, para ter uma expansao bem definida para grandes valores de NNV,
devemos impor que as contribuicoes de S; desaparecam. Dessa forma, no limite de N —
00, a agao efetiva é dominada pela contribuigdo gaussiana Sy, precisamente como no caso
da funcao de particdo do modelo esférico supersimétrico (6.11). Agora resta identificar os
parametros das duas teorias. Podemos fazer isso simplesmente analisando as contribuig¢oes

em Si. As soma dos dois diagramas no topo da figura (10) conduz a

dko dek ask? + m? [ dko dek agk? + m? _ 0
21 (2m)2 k2 — (agk? + m?2)2 4+ \g + ie 2m (2m)2 k2 — (agk? + m2)2 +ie
(10.22)
enquanto que a soma dos diagramas na parte inferior da figura (10) implica em,
dko d%k ' 1
0 ! =0, (10.23)

21 (2m)2 52 — (agk® +m2)2 + Ao +ie 27
em que d = 1,2. A equagao de gap (10.22) implica que \g = 0, e entdo a supersimetria

nao é espontaneamente quebrada. Com isso, a equacao (10.23) é reduzida a

dko d%k i 1
. _ = . 10.24
2r (2m)2 k2 — (agk? +m2)2 +ie 2§ ( )
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Em seguida para comparar com a equacao do vinculo do modelo esférico supersimétrico,

precisamos integrar sobre a componente kg, fornecendo a expressao

(10.25)

Q| =

/ dk 1 _
(2m)? \/a1k2 + (agk? + m?2)?

H& um tltimo passo para comparar essa equacao com a equagao do vinculo (7.2) o qual

reescrevemos aqui por conveniéncia,

V9 dYg 1
L= /(277)d7-|—2U22-cos(qi)' (10.26)

Precisamos tomar o limite do continuo nessa expressao. Para isso, reinserimos o espaca-
mento da rede a por meio de ¢; — aq;, e entdo tomamos o limite do continuo a — 0,
de modo que a primeira zona de Brillouin [—Z, %] estende-se ao infinito. Portanto, as
integrais sobre as componentes do momento tornam-se ilimitadas como em (10.25). Com

isso, a equagao acima torna-se

2 diq 1
— : 10.27
Vaa®! /(27T)d (122 + alU]q? + O(a3) (10.27)

relembrando que 7. = 2d|U|. A comparagao desta expressao com (10.25) conduz a se-

guinte identificacdo dos parametros,

1. 2
F J/gad1’
ap << 0,
ay < alU],
m? o (7 _a%> , (10.28)

completando entao a discussao da equivaléncia entre os dois modelos.

Como um comentéario final, relembramos o célculo da fungao de correlagao com a
presenca do termo «a cosq do capitulo 9. Naquele caso, nao discutimos como modificar
a teoria de uma maneira compativel com a supersimetria. Isso é automéatico no modelo
sigma nao-linear, uma vez que o termo « cos g est4 associado com o termo a1k? em (10.25).
Isso vem do propagator bosonico ou equivalentemente da parte quadratica bosonica da
Lagrangiana. O pardmetro a; estd também incluso na parte quadratica fermionica da
Lagrangiana (10.12), bem como nas transformagoes de supersimetria (10.11). Vemos
claramente que as contribui¢oes envolvendo a; cedem a uma estrutura relativistica quando
as — 0. Nesse sentido, o comportamento oscilatorio aparecendo na funcao de correlacao

(9.20) para a # 0 pode ser pensado como devido a uma competigao entre escalamentos
de Lorentz (z = 1) e Lifshitz (z = 2).
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Consideracoes Finais

Concluimos este trabalho com um breve resumo dos principais resultados, jun-
tamente com alguns comentdarios adicionais. Os principais resultados se referem a uma
analise extensiva do comportamento critico de spins esféricos quanticos supersimétricos
para o caso de interagoes de curto alcance. Comecando com o caso de temperatura zero,
descobrimos que o sistema passa por uma transigao de fase quantica (continua) sem quebra
espontanea da supersimetria. Em particular, para dimensoes 2 < d < 4, o comportamento
critico nao ¢ trivial no sentido de que nao é caracterizado por expoentes criticos de campo
médio. Acima da dimensao critica superior, recuperamos os resultados de campo médio
apresentados em [42].

No caso de temperatura finita, a supersimetria é sempre quebrada por efeitos tér-
micos. Isso permite uma solugao de ponto de sela adicional com p # 0, que nao esta
disponivel no caso de temperatura zero. Em nossa andlise, mantivemos o parametro pu
fixado em um valor arbitrario compativel com as condi¢oes do ponto de sela. Conse-
quentemente, i pode ser visto como definindo uma familia de modelos que, curiosamente,
se divide em duas classes de universalidade a medida que consideramos as solu¢des com
i =0epu#0. Para  # 0, o modelo exibe um comportamento critico ndo trivial para
dimensoes 2 < d < 4, enquanto que para pu = 0, o comportamento critico nao-trivial
ocorre para 4 < d < 6.

Dentre as grandezas estudadas, é interessante aprofundar a discussao sobre o con-
densado fermionico. (3 ¥p¢y), uma vez que exibe uma dependéncia incomum da tempe-
ratura. Em principio, esperariamos que o valor do condensado fosse anulado a medida que
aumentamos a temperatura. No entanto, nossos resultados mostram que o condensado
fermidnico realmente aumenta com 7'. Isso é uma consequéncia da estrutura de vinculos
do modelo. Para apreciar melhor este ponto, podemos calcular o condensado fermionico
a partir da identidade termodinamica %, sem levar em conta que todos os parametros
sao amarrados pelas equagdes do ponto de sela (8.1) e (8.2). Ao fazer isso, estamos na
verdade ignorando os vinculos do modelo. Nesse caso, é facil ver que o condensado de-
saparece em temperaturas muito altas. Agora, levando em consideracdo as equagoes de
vinculo, isso afeta a dependéncia da temperatura do condensado fermionico, produzindo
o comportamento incomum mostrado em (8.21).

A dependéncia do condensado fermionico em 7" nao é muito sensivel a forma espe-
cifica da interagao no modelo. Para entender isso, notamos primeiro que para T' < T, a
equacgao (8.10) implica que toda a dependéncia da temperatura vem do fator 3 na frente
da integral, uma vez que 7y esta fixado em 7., independentemente da forma da interacao.
Além disso, para T > T, a analise numérica mostra que o comportamento do condensado

¢é ditado essencialmente pelo limite de altas temperaturas, onde também a interacao tem
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pouca influéncia. Portanto, a dependéncia da temperatura estd mais intimamente rela-
cionada com a estrutura de vinculos do modelo, e isso é amparado pelo fato de que o
mesmo comportamento é observado no modelo com interagdes de campo médio [42].

Embora a investigacdo da funcao de correlacdo unidimensional mostra que o mo-
delo nao tem interagoes competitivas, também indica que com uma deformacao adequada
da teoria podemos, em principio, gerar tais interagoes competitivas. Naturalmente, é
necessario tomar certo cuidado para deformar a teoria de uma forma compativel com a
supersimetria. Embora isso seja automatico no modelo correspondente de teoria de cam-
pos, é menos 6bvio em termos de spins esféricos quanticos. No entanto, constitui um
efeito interessante a ser perseguido em investigagoes futuras, principalmente devido ao
potencial de produzir ricos diagramas de fases com fases moduladas, o que pode ser 1til
na aplicabilidade do modelo.

Finalmente, a conexao com o modelo sigma nao-linear O(N) supersimétrico se
estende a uma série de equivaléncias entre as variagoes dos modelos esféricos no limite de
grandes valores de N dos modelos de teoria de campos com interagoes de curto alcance.

Os principais esforcos daqui em diante estdo concentrados na tentativa de esta-
belecer uma conexao entre a versao do modelo esférico quantico proposto em [3] (que é
diferente dos modelos discutidos neste trabalho) e o correspondente modelo sigma nao-
linear, que é esperado ser governado por um termo cinético do tipo Schrodinger. Além
disso, pretendemos encontrar aplicacoes associadas ao modelo esférico supersimétrico em
sistemas fisicos concretos. Dada a rica fenomenologia envolvida, esperamos que isso possa

ser alcancado em varias situagoes.
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