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NOBRE, José Henrique Ferreira. Teorias Efetivas para Fases Topoldgicas em 2 + 1
Dimensoes. 2018. Dissertagao (Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2018.

Resumo

Esse trabalho é dedicado ao estudo do efeito Hall quantico e suas fases topologicas,
caracterizadas pelas filling fraction do sistema. Inicialmente sao apresentados os aspectos
para a quantizacao do sistema Hall, que inclui o espectro de energia e a funcao de
onda. Analises dos operadores de translagoes magnéticas e o sistema com bordas fisicas
sao realizadas. Em seguida, sao descritas duas abordagens para o efeito Hall quantico
fracionario. A primeira, apresentada por uma teoria para o estado fundamental do sistema,
descrita pela funcao de onda de Laughlin, com excitagoes dadas por quase-particulas e
quase-buracos, de carga e estatistica fracionaria. Na segunda abordagem discutimos teorias
efetivas em baixas energias, no qual resulta em uma teoria de calibre de Chern-Simons.
Nesse método sao estudadas propriedades descritas pelo Chern-Simons correspondente
ao efeito Hall, com énfase nos aspectos topolégicos. Além disso, sao discutidos teorias de
campos que descrevem os estados de borda e como é estabelecida a correspondéncia entre

o bulk e a borda.

Palavras-chave:Fases Topologicas. Teorias Efetivas. Efeito Hall Quéantico. Chern-Simons






NOBRE, José Henrique Ferreira. Effective Theories for Topological Phases in 2+ 1
Dimensions. 2018. Dissertation (Master’s Degree Dissertation) — State University of
Londrina, Londrina, 2018.

Abstract

This work is dedicated to the study of the quantum Hall effect and its topological phases,
characterized by the filling fraction of the system. Initially the aspects for the quantisation
of the system Hall are presented, that includes the specter of energy and the function of
wave. Analyses of the operators of magnetic translations and the system with physical
edges are carried through. After that, two approaches are described for the fractional
quantum Hall effect. The first, presented by a theory for fundamental state of system,
described by the Laughlin wave function, with excitations given by the quasi-particles and
quasi-holes, of charge and fractional statistics. In the second approach we discuss effective
theories at low energies, which results in a of Chern-Simons gauge theory. In this method
described properties for the Chern-Simons corresponding to the Hall effect, with emphasis
in the topological aspects. In addition, field theories describing edge states and how the

established bulk-edge correspondence.

Keywords:Topological Phases. Effective Theories. Quantum Hall Effect. Chern-Simons.
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1 Introducao

A nogao de fase topologica da matéria se desenvolveu a partir da descoberta do
efeito Hall quantico fracionario (EHQF') [1], abrindo um novo capitulo da fisica da matéria
condensada 2, 3, 4, 5]. O efeito Hall consiste de um conjunto de elétrons se movendo em
um plano na presencga de um campo magnético perpendicular. Enquanto os elétrons tentam
descrever Orbitas circulares, eles estao sujeitos a uma forte repulsao coulombiana e suas
orbitas devem ser compativeis com o principio de exclusao de Pauli. Essa combinagao de
ingredientes geram padroes altamente organizados cujo resultado é uma série de fend6menos
impressionantes, como a estrutura de platos da resistividade elétrica e as excitagoes com
estatistica e cargas fracionarias.

A descrigao microscopica desse sistema é complexa, pois trata de um problema
fortemente acoplado em que os métodos perturbativos tradicionais nao se aplicam. Ao
longo dos anos, diversas abordagens vém sendo desenvolvidas para melhor compreensao
do problema. Em especial, mencionamos o método de Laughlin em que se postula a
existéncia de uma funcao de onda compativel com as propriedades do sistema. A partir
dai é possivel entender quantitativamente varios aspectos do EHQF. Outra abordagem
bastante elegante é por meio da construcao de teorias efetivas de baixas energias. Partindo
de consideragoes gerais é possivel construir uma teoria de campos efetiva que incorporam
varias propriedades fisicas e ainda evidencia um ponto fundamental: a natureza topologica
das fases.

O efeito Hall quantico (EHQ) exibe diferentes fases que podem ser identificadas
por meio de uma quantidade chamada filling fraction, que é a razao entre o niimero de
elétrons pelo nimero de estados em cada nivel de Landau (NL). Porém, ndo é possivel
identificar nenhuma mudanca ou quebra de simetria separando essas fases. Assim, esse
sistema nao pode ser descrito em termos da teoria geral de transigoes de fase de Landau,
baseados na quebra de simetria, pois nao ha um parametro de ordem capaz de distinguir
as fases. Precisamos introduzir novos conceitos para estudar e classificar tais fases, o que
requer o uso intensivo de aspectos topoldgicos. Nesse sentido dizemos que essas fases sao
entao topologicas.

O estudo dessas fases requer o uso de propriedades como a degenerescéncia do
estado fundamental, carga e estatisticas fracionarias e a presenca de estados de borda,
todas baseadas em nocoes topologicas, as quais sao robustas contra pequenas perturbacgoes
do sistema. Essas propriedades sao universais e podem ser usadas na classificagao das
fases. Tipicamente essas fases topologicas sao caracterizadas por um bulk com um gap
de energia, e contendo estados de borda condutores (sem gap) protegidos por alguma
simetria, como a reversao temporal [6].

Um aspecto interessante é a conexao entre a fisica do bulk e da borda. A descri¢ao
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em termos de uma teoria topologica baseada na a¢ao de Chern-Simons (CS) incorpora
todas as caracteristicas mencionadas acima e ainda mostra como a teoria do bulk e da
borda estao relacionadas, por meio da chamada correspondéncia bulk-edge. A ideia é que
como o termo de CS é topologico, a hamiltoniana correspondente é nula e os graus de
liberdade dindmicos vivem somente nas bordas.

Convengoes: métrica em um espaco-tempo curvo é representada por g, (x) ao
passo que a métrica de Minkowski é n,, = (1,—1,—1,...,—1). A dimensionalidade
do espago-tempo é representada por D = d + 1, em que d é referente ao niimero de
dimensoes espaciais. Indices gregos correm sobre todas as coordenadas do espaco-tempo,
w, v, o... = 0,1,2, ..., D — 1. Indices latinos correm sobre as coordenadas espaciais,

1, 7, k...=1,2,3,..., D— 1. Trabalhamos em unidades tal que h = ¢ = 1.



25

2 Spin e Estatistica Fracionaria em

2--1 Dimensoes

Neste capitulo abordamos como certas propriedades fisicas dependem da dimensi-
onalidade do espago-tempo. Uma maneira natural de investigar tais aspectos é analisar
as simetrias geométricas subjacentes. Discutimos também a nocao de spin e estatistica
em baixas dimensoes, em que o spin e a estatistica nao sao quantizados em inteiro ou
semi-inteiros, tal que as particulas nao sao classificadas apenas em bésons ou férmions,

levando assim ao conceito de anyons, [7].

2.1 Spinem 3+ 1 e 2+ 1 Dimensoes

Comecamos a discussao deste trabalho analisando propriedades de spin e estatistica
de acordo com a dimensionalidade espacial considerada. Estudando o caso para trés

dimensoes espaciais d = 3, temos trés geradores de rotagoes J; satisfazendo a algebra
[JZ‘, Jj] = ’iEiijk, (21)

em que €;;;, ¢ o tensor de Levi-Civita e é definido como objeto completamente antissimétrico,
com €193 = 1.

E facil verificar que [J?, J;] = 0, assim escolhemos J3 para ser diagonalizado
simultaneamente com o operador J2. Como consequéncia, podemos construir os autoestados

|7m), que dispoem de relagoes de ortonormalidade dadas como
(F'm/|gm) = 0;10mrm.
Vamos parametrizar seus autovalores para os operadores J? e J3 da seguinte maneira:
Pljmy =35 (G +1)[jm) e  Jsljm) =m|jm). (2.2)

Para determinar o espectro precisamos de outros dois operadores, esses sao os
responsaveis pelo levantamento e abaixamento dos estados. Os mesmos sao definidos em

termos dos operadores J; e Js,

Jo = Jy i, (2.3)

note que JI = J-. ou seja, nao sao Hermitianos. As regras de comutacio envolvendo esses
+ F )

operadores sao dadas por
[7%, J]
[Js, Ju] = +Jg (2.5)
[Je, J_] = 2Js. (2.6)

I
[a]
—~
N
=~
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Analisando o que ocorre quando atuamos os operadores J% e J; sobre o estado
Ji|gm). Como os operadores J1 e J? comutam, Eq (2.4), os estados [jm) e Jy|jm) exibem

o mesmo autovalor,
F2jm) =5 (G + 1) [gm) e I*JL|jm) =7 (5 + 1) Je|jm).
Por outro lado, o operador J3 nao comuta com .J, logo
J3Ji|jm) = (m £ 1) Jy|jm). (2.7)

Note que Ji|jm) é um autoestado de J3 com autovalor m £ 1. Isso mostra que os

operadores J, e J_ levantam e baixam estados respectivamente,

Jilim) = ax (jm) [jm +1). (2.8)

E simples mostrar que os coeficientes o (jm) sdo dados por ax (jm) = /4 (j + 1) — m (m £ 1).
Assumindo que existem valores limites para m, que sdo representados por um

autovalor maximo m,,4, € um autovalor minimo m,,;,. Dessa forma temos estados tal que,
Jilimmaz) =0 e J_|jmmm) = 0. (2.9)

Analisando a Eq. (2.9), observamos que os coeficientes a4 (jm) devem ser nulos para
valores de Myg2 € M. Isso determina Mg = J € My = —J , 0 que nos leva a
restricoes para os valores de m. Dessa forma o autovalor do operador J3 obedece a
condicao —j < m < j.

Para determinarmos os possiveis valores para j, consideramos um estado [jmg) e
atuando (J+)k levamos o estado até seu valor maximo de m, ou seja, atuando k vezes o
operador J,, obtemos

(J1)" ljmo) ~ |imo + k), (2.10)

tal que mg + k = myg.. Atuando [ vezes o operador J_no estado |[jmg), de maneira a

levarmos o estado até o valor de m minimo, temos
() ldmo) ~ |imo — 1), (2.11)

tal que mo —1 = mypz,. Com esses resultados podemos obter os valores para j. Ressaltando

que k e [ sao dados por ntimeros inteiros e que M4 = J € My = —J. Dessa forma temos
mo+ k=7 emyg— 1= —j, implicando que
kE+1=2j. (2.12)

Note que o lado esquerdo da Eq. (2.12) é dado por um namero inteiro, assim o lado direito

também dever ser um numero inteiro, o que implica em valores de j dados por ntimeros



2.2. Estatistica em 3+ 1 e 2+ 1 Dimensoes 27

inteiros e semi-inteiros. Isso permite separarmos j em duas classes, em que valores inteiros

representam boésons e semi-inteiros férmions,

1 3 5
j:O, 1, 2, 3,..; € j:§, 5, 5, (213)
Bé;(:ns ~ g o
Férmions

Considerando o caso de 2 4+ 1 dimensoes, analisamos o contetido de spin seguindo a
discussao acima. Porém, para o caso de duas dimensoes espaciais, temos somente rotagoes
em um plano (zy), resultando em apenas um gerador de rotacao .J,,. Dessa forma nao ha
uma segunda componente operatorial para formar os comutadores, da Eq. (2.1). Ou seja,

Jzy POssui uma regra de comutacao trivial
[Jays Juy] = 0. (2.14)

Nesse caso temos uma algebra abeliana, que implica j e m nao possuirem restrigoes
e dessa forma em duas dimensoes espaciais a representacao para o spin nao é fixada pela
algebra. Por meio dessa discussao podemos nos questionar a respeito das propriedades do

spin em duas dimensoes espaciais e maneiras de mostrar suas decomposigoes.

2.2 Estatisticaem 3+ 1 e 2+ 1 Dimensoes

Como discutido acima, temos que a representacao para o spin é arbitraria em duas
dimensoes, uma vez que a algebra nao impoe restrigoes. Dessa forma em duas dimensoes
espaciais o spin nao é definido em niimeros inteiros ou semi-inteiros e assim as particulas de
uma maneira geral sao denominadas anyons. Apesar de nao existir na natureza particulas
fundamentais com propriedades anionicas, certos sistemas que ocorrem efetivamente em
duas dimensoes, exibem excitagdes com nimeros quanticos fracionarios. Um exemplo
desse fenomeno é o EHQF, em que as excitagoes do estado fundamental possuem carga,
spin e estatistica fracionaria.

Uma maneira conveniente de analisar o contetido de spin ¢ explorando sua conexao
com as propriedades de simetria das fungdes de onda de muitas particulas. Essa conexao é
determinada pelo chamado teorema spin-estatistica [8], estabelecendo que as fungoes de
onda de um sistema de particulas bosonicas idénticas devem ser simétricas sob troca de

quaisquer duas particulas de spin inteiro, por exemplo,
\IIB (Xl, X9, X3, Xn) = \I/B (XQ, X1, X3, ... Xn) . (215)

Para particulas fermidnicas de spin semi-inteiro as fungoes de onda sao antissimétricas por

permutacoes de particulas, por exemplo,

\IfF (Xl, X9, X3, Xn) = —\IIF (XQ, X1, X3, Xn) . (216)
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Para esclarecer, analisamos as seguintes situagoes: definimos uma funcao de onda
que descreve um sistema de duas particulas idénticas W (1, 2). Posteriormente assumimos
que o deslocamento de uma particula em torno da outra ¢ dado por um angulo ¢, Figura 1.
Note que as configuragoes sao fisicamente equivalentes nos sistemas mostrados nas Figuras

la) e 1b), dessa forma temos que as probabilidades dessas duas configuragoes sao iguais
W (1, 2) [ =9 (1, 2)|*. (2.17)

Assim temos que as fungoes de onda de ambas as situacgoes diferem apenas por uma fase,

que deve ser dada em termos do angulo ¢. Assim podemos escrever,
W (1,2)=e™W(1,2), (2.18)

em que v é denominado parametro da estatistica.

Figura 1 — Rotacao por um angulo ¢ em relacao a outra particula.

Para melhor compreensao do parametro da estatistica v, analisamos uma troca de
particulas idénticas por meio de uma sequéncia de operagoes geométricas, considerando
apenas a suposicao de que elas ndo podem se sobrepor, (interacao hard-core). Analisamos
os seguintes caminhos:

i) Movendo a particula 2 em torno da particula 1 por um angulo ¢ = 7, em seguida
realizamos uma translacao rigida do centro de massa, de modo a retornarmos para a

configuracao inicial, Figura 2.
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® o )

e o -0
2 1
c)

Figura 2 — Transporte geométrico de uma particula dada por um angulo ¢ = .

ii) Movendo a particula 2 em torno de 1, mas no sentido contrario ao modo anterior,
de modo ao angulo ser ¢ = —m, em seguida realizamos uma translagao rigida do centro de

massa, como mostra a Figura 3

@ R °
1 2
a)

O ®--——————- °
2 1
c)
Figura 3 — Transporte geométrico de uma particula dada por um angulo ¢ = —.

Os caminhos acima indicam uma diferenga na estatistica dependendo da dimensi-
onalidade espacial. Isso porque em trés dimensoes espaciais, ou mais, nao hé diferenca

entre os dois caminhos, pois podemos ir do caminho 1 para o caminho 2 de forma continua,
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simplesmente levando a curva para uma terceira dimensao e rotacionando a mesma até
ser equivalente ao caminho 2. Isso é feito para que em nenhum momento as particulas se
sobreponham. Assim, nao distinguindo o primeiro do segundo caso.
Portanto as fungoes de onda Eq. (2.18) devem ser equivalentes para trés dimensoes
ou mais, o que corresponde a
eV =T, (2.19)

A Eq. (2.19) imp6e uma restri¢ao sobre o parametro de estatistica v, de modo que v = 0, 1.
Para v = 0 a funcao de onda é simétrica e o sistema ¢é bosonico e para v = 1 a funcao de
onda é antissimétrica e o sistema fermionico, o que mostra a nao arbitrariedade de v em
dimensoes espaciais maiores ou iguais a trés.

Notamos diferengas quando estudamos o caso para duas dimensoes espaciais e, para
observar isso realizamos a mesma analise de troca de particulas por meio de operagoes
geométricas. Precisamos entao, ir de i) ¢ = 7 para ii) ¢ = —m, porém nao é possivel
realizar esse processo, pois em duas dimensoes espaciais nao conseguimos de forma continua
levar a curva de um caminho para outro. O que impede a realizacao desse processo é que
em algum momento uma particula ira sobrepor a outra e por hipotese isso nao é permitido.

Em duas dimensoes espaciais, os casos i) e ii) s@o fisicamente diferentes (topologica-
mente inequivalentes), ndo impondo restrigoes para os valores do parametro de estatistica
v. Levando a estatistica v a principio ser arbitraria, do mesmo modo que o spin.

Com as consequéncias da anélise para spin e estatistica, identificamos que para o
caso de duas dimensoes espaciais temos propriedades relevantes tais como, sistemas que
podem ser descritos efetivamente como bidimensionais. Um exemplo desse tipo de sistema

¢é o efeito Hall. O fendémeno seré discutido com detalhes no decorrer do trabalho.
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3 Introducao ao Efeito Hall Quantico

Neste capitulo discutimos o efeito Hall, abordando o caso classico e realizando a
quantizacao do sistema, obtendo o espectro de energia e a funcao de onda. Tratamos
também uma ideia intuitiva acerca da teoria de bordas no efeito Hall e a ideia sobre
transporte magnético do sistema. Estudamos como a resistividade elétrica é dada por uma

série de platds que sao caracterizados pelo parametro denominado filling fraction.

3.1 Efeito Hall Classico

Uma maneira de melhor entender o efeito Hall, é analisar um sistema descrito
pela seguinte configuragao: uma placa em que particulas realizam movimento restrito ao
plano (zy) e um campo magnético uniforme B na diregdo z, perpendicular ao movimento.
A placa é submetida a uma diferenca de potencial na direcao de x, gerando assim uma

corrente. Como mostra a Figura 4.
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Figura 4 — Configuragao experimental do sistema Hall.

Analisando essa configuragao por etapas, observamos o surgimento de um desvio
dos elétrons causado pela forca magnética gerada pelo campo B. Consequentemente a
forca gera um acimulo de elétrons na extremidade superior da placa, produzindo uma
diferenca de potencial entre suas extremidades na direcao y, conhecido como potencial
Hall. O mesmo produz um campo elétrico que exerce uma forca elétrica sobre as cargas,
na direcao y, porém com sentido contrario ao da forca magnética. Rapidamente o sistema
atinge um estado de equilibrio dindmico em que a forca elétrica é igual a for¢a magnética.

Utilizando o modelo de Drude para a configuragao acima, descrevemos o sistema
considerando interagoes entre elétrons e qualquer efeito que impeca o progresso dos elétrons,

como um termo de forca de atrito. Assim, as equagoes de movimento sao dadas pela forca
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de Lorentz adicionada de um termo equivalente ao atrito

F=—¢E—evxB- v, (3.1)
T

em que 7 é o tempo de dispersao e pode ser pensado como o tempo médio das colisoes.
Dessa forma no equilibrio, temos
Te

E= Ty xB-v. (3.2)
m m

Sabendo que o campo magnético uniforme é dado na dire¢do de z, B = (0, 0, B) e que o
movimento dos elétrons é restrito ao plano (zy), logo a sua velocidade de uma forma geral

pode ser escrita como v = (v, vy, 0), reescrevemos a Eq. (3.2) como

Te Te

"E, = ——u,B—u, 3.3
m m ! (8:3)
Te Te
—FE, = —uv,B—uv, 3.4
m= Y m. Yy (34)

Neste ponto definimos a frequéncia magnética wg = %, como uma grandeza caracteristica

do problema. Utilizando a densidade de corrente j = —nev, em que n é a densidade de
numeros de particula, obtemos

T€2n

E, = — oy — I 3.5
m TWRBJy — ] ( )
7—6277/

E, = e — Jus 3.6
N~ rend,—d, (3.5)

que pode ser reescrita em uma forma matricial como

1 TWR Iz B re’n [ E,
(_WB 1 )(j) - <E> 6)

Por meio desse resultado obtemos a condutividade e consequentemente a resistivi-

dade Hall. Para isso comparamos a Eq. (3.7) com a equagao para densidade de corrente

elétrica, j = oE, em queo é a matriz de condutividade,

o — ( Oz Ogy ) : (38)
“Oyx Oyy

os elementos o, e 0,, sao denominados condutividade Hall. Invertendo a matriz da Eq.

(3.7), obtemos a condutividade como

1 Te’n 1 —TWpg
o= —7T——>5+ )
m(1+7ws) \ Twp 1

Através desse resultado expressamos a resistividade (p), da seguinte maneira

_1 m 1 TWR
— = , 3.9
o=p = ( Crwy 1 ) (3.9)
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com suas componentes pg, € py, denominadas resistividade Hall e, p,, e py, a resistividade

longitudinal. Dessa forma temos

m B
p — px:v p;ry — T€2§ i:LL ) (310)
“Pyz Pyy T en Tén

Note que a resistividade Hall p,, depende do campo magnético e de informagoes microsco-

picas do material como carga e densidade de ntimero de elétrons,

B

pry = —. (3.11)

Também observamos que p,, depende do parametro de tempo de dispersao, mas nao

depende do campo magnético,

Pyy = Pzaz = ) (3'12)

Ten
dessa forma ao analisar uma situacao em que desprezamos a for¢a que retarda o movimento,
correspondente ao limite 7 — oo, a resistividade longitudinal tende a zero. Agora

construindo um grafico com as duas resistividades em func¢ao do campo magnético, obtemos

a Figura 5.

PA

D

XX

<
B

Figura 5 — Gréfico de resistividade pelo campo magnético B.

Os experimentos realizados em 1980 por Von Klitzing, para a resistividade Hall,
mostraram que a resistividade se dava por uma série de platos em determinados ntmeros
inteiros [9], Figura 6, diferindo do que vimos acima para o caso classico. Essa informagao
mostra que o efeito Hall tem propriedades que nao podem ser descritas apenas classicamente,

requerendo asssim uma descricao quantica.

3.2 Quantizacao e Problema de Landau

Os primeiros experimentos que exploraram o regime quantico do efeito Hall foram

realizados em 1980 [9]. Como ja mencionado, Von Klitzing obteve resultados experimentais
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que mostraram que a resistividade Hall era caracterizada por uma série de platos, Figura
6, diferindo do resultado obtido com o modelo de Drude, por conta desse modelo nao
descrever completamente o efeito usamos entao uma teoria quéantica.

A descricao quantica do efeito Hall envolve dois regimes distintos, denominados
efeito Hall quantico inteiro (EHQI) e fracionario [10, 11]. Ambos foram primeiro descobertos

experimentalmente.

ko §

o

10

Figura 6 — Grafico que demonstra o efeito Hall quantico inteiro. No qual, von Klitzing
recebeu o prémio Nobel de 1985. Fonte: TONG, D. Lectures on the quantum hall
effect. arXiv:1606.06687, 2016.

Para descrever o sistema quanticamente vamos considerar um elétron livre em
uma placa no plano (zy) e um campo magnético uniforme B perpendicular a placa, na
direcao de z. Com essas propriedades, podemos escrever de maneira geral a lagrangiana

do sistema

1
L= §m>‘c2 —ex- A +eg, (3.13)

em que A é o potencial vetor, ¢ o potencial escalar (elétrico) e e a carga do elétron. De

forma geral, os potenciais se relacionam aos campos E e B da seguinte forma

B=VxA e E:—Vo;—%—‘i‘. (3.14)

Esses potenciais sao campos de calibre e seguem as seguintes transformacoes

A - A4V (3.15)
O
¢ - = (3.16)

Note que as transformagoes levam a uma lagrangiana que muda apenas por um termo

de derivada total L — L — 6%7

movimento invariantes sobre transformacoes de calibre.

deixando a acao e consequentemente as equacgoes de
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Para a fenomenologia o campo¢ pode ser desprezado, pois nao ha campo elétrico
no sistema, logo a lagrangiana é dada por

1
L= 5mx? —ex-A. (3.17)

O proximo passo é a obtencao da hamiltoniana, para isso precisamos definir o momento

candnico, que pode ser extraido da lagrangiana Eq. (3.17)

Com a lagrangiana e o momento canonico obtidos podemos entao escrever a hamiltoniana
do sistema

H=——(p+eA)?. (3.19)

2m
Com esses resultados, podemos realizar a quantizacao do sistema afim de obter o es-
pectro de energia, para isso é necessario levarmos os vetores em operadores e considerarmos

as seguintes relagoes de comutagao

[pi, ps] = 0, (3.22)

dessa forma podemos escrever o hamiltoniano quéantico,

1 9
H=—— A)°. 3.2
2m(p—|—e ) (3.23)

Para a descrigao da teoria o proximo passo é obter o espectro de energia, para isso
definimos os operadores de criacao e aniquilacao, que sao escritos em termos do momento
mecéanico do sistema,

T =mx=Dp+eA. (3.24)

Logo, os operadores de aniquilacdo, a e criacdo, a' sdo dados da seguinte forma

—_(r, — im,) t= o (m, +im) (3.25)
a= Ty — T e a' = T + 1my) - .
V2eB Y \V2eB Y
Note que a regra de comutacdo entre a e a' é dada por
[a, a'] = 1. (3.26)

Consequentemente podemos escrever o hamiltoniano do sistema em termos desses opera-

dores

- T
H = —— 2
o (3.27)

1
= hwp (aTa—k §> : (3.28)
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em que wg = % é a frequéncia do sistema.

Apos obtida a hamiltoniana quantica em termos dos operadores a e af, construimos
os estados no espaco de Hilbert, de modo geral podemos escrever um estado com a atuagao
de a' da seguinte forma

1

In) = N (ah)" |0}, (3.29)

em que o estado de vacuo |0), ¢ aniquilado com a atuac@o do operador a|0) = 0. Note
que todo o espaco de Hilbert pode ser obtido com atuagoes dos operadores de criacao e

aniquilagao, por meio das seguintes relacoes
a'ln) = Vn4+1ln+1)
aln) = /nn—1). (3.30)

Com as consideracgoes sobre os estados e o hamiltoniano, podemos por meio da

equacao de Schroedinger

Hn) = E,|n), (3.31)
finalmente obter o espectro de energia, esse dado por
1
E, = wp (n + 5) ;n € inteiros. (3.32)

A

S 5 5 5 5
TRT
O, N w N M

>

Kk

Figura 7 — Niveis energéticos de Landau.

Com o resultado do espectro, podemos dizer que na presenca de um campo
magnético os niveis de energia da particula sao igualmente espagados, com o intervalo
entre cada nivel dado por wp e proporcional ao campo magnético B, Figura 7. Esses niveis

de energia sao denominados niveis de Landau.

3.3 Funcao de Onda

Com o espectro de energia obtido, vamos entao construir a fungao de onda cor-

respondente aos estados. Para isso adotamos um calibre, que satisfaz a propriedade do
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sistema de considerar o campo magnético dado por B = (0,0, B), sendo assim
V x A = B:z. (3.33)

Note que existem diversas escolhas de calibre que satisfazem a equacao acima. Nesta se¢ao

optamos por usar o calibre de Landau, dado por
A = zBy. (3.34)

Apos a escolha do calibre, reescrevemos a hamiltoniana da Eq. (3.23), para posteriormente

obter a funcao de onda. Logo temos

Ly 2 2
H = 5 (px + p, + 2ep, Bx + (eBx) )
1, ., 9
5 (p2 + (py + eBx)?). (3.35)
A escolha desse calibre nos leva & quebra de simetria rotacional e translacional na
direcao de . Mas, torna manifesta a invariancia translacional na direcao de y, permitindo
assim escrever autofungoes que sao simultaneamente fun¢oes do hamiltoniano e do operador
py- Temos entao que as fungoes de ondas possuem solucoes de onda plana para a variavel
Y, OU seja,

Ui (2, y) = ™o (2). (3.36)
Ao aplicar o hamiltoniano da Eq. (3.35) na fungao de onda Eq. (3.36), temos

Hiwg) = 5 (5 + (b, + eBa)?) 6 (2)

— % (p2 + (k + eBx)*) ¥y, (,y)

= Hpy (z,9). (3.37)

A partir desse resultado é simples notar que o hamiltoniano pode ser escrito como sendo

de um oscilador harmoénico deslocado,

2 232 k 2
Hy, = p—$+6 <—+x)

2m 2m \eB
2 2
_ 2 mwp 2 2
= 5T 3 (k(} + )", (3.38)

em que (% = é ¢ definido como o comprimento magnético, essa é uma grandeza caracte-
ristica de fené6menos quanticos na presenca de um campo magnético.
O fato do hamiltoniano da Eq. (3.38) ser o mesmo de um oscilador harmoénico

centralizado em x = —k(%, resulta no mesmo autovalor de energia da Eq. (3.32),

B, (n + %) . (3.39)
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Também retorna uma fun¢ao de onda dependente de dois niimeros quanticos n € 7Z e
k € R, podendo ser escrita como
, — (k2 4a)® Ly
Ui (2,y) = Coe™H, (Kl +x)e " 7 %5, (3.40)
em que H, sao os polindmios de Hermite e C,, as constantes de normalizacao.

A funcao de onda possuir dependéncia em dois nimeros quanticos mostra uma
degenerescéncia, pois a energia s6 depende do ntimero quantico n, ja o surgimento do
segundo nimero quantico é devido a simetria translacional na diregao de y.

Portanto, vamos discutir como obter o ntimero de degenerescéncia do sistema. Para
isso restringimos o plano a uma regiao finita, sendo essa dada por um retangulo de lados L,
e L,. No entanto, realizar a restri¢ao do sistema a um comprimento L, se equivale & uma
particula na caixa, que por sua vez tem o momento k£ quantizado e dado por k = %Ndew
em que N4, representa o numero de degenerescéncia do sistema e ¢ dado por ntimeros
inteiros. Agora ao restringirmos o sistema na dire¢ao de x, notamos algumas sutilezas, pois
através da escolha de calibre a invariancia translacional nao fica manifesta nessa diregao.
Assim, utilizando que a exponencial da fungao de onda ¢é localizada em z = —kl% e que o
sistema, é confinado em 0 < z < L,, temos que k pode assumir valores entre 0 > k > —lLT;.

Com essas constatagoes podemos escrever o nimero de degenerescéncia como

L, {° L,L, eBA
Nieg = g/ k=2 = 2r (3:41)
%

em que A = L, L, ¢ a &rea do sistema. Esse resultado mostra um nimero de degenerescéncia
grande em cada nivel de Landau, pois o campo magnético é intenso. Vemos no decorrer

do trabalho que o ntimero de degenerescéncia é responsavel por interessantes aspectos da

fisica do EHQ.

3.4 Estados de Borda

Apos as construgoes do espectro de energia e das fungoes de onda, um aspecto
importante que discutimos no trabalho sao os estados de bordas. Esse efeito de borda
ou modos de borda acontece em sistemas com tamanhos finitos. Analisamos de maneira
intuitiva como entender esse efeito.

Para o sistema discutido na se¢ao anterior em que as particulas descrevem movi-
mentos orbitais na placa, temos que na borda as érbitas se chocam com os limites fisicos,
desse modo, ao longo dela as particulas realizam movimento apenas em uma direcao,

caracterizando assim uma corrente, Figura 8.
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@

Figura 8 — Propagacao de elétrons na borda do sistema.

Para descrever melhor esse sistema, abordamos um potencial confinante, V' (z), tal
que desempenha o papel de borda fisica do sistema. Para escrever esse potencial analisamos
a funcao de onda, dada na Eq. (3.40) que se da em termos de exponenciais gaussianas com
comprimento caracteristico 5. Portanto, tendo um potencial com comportamento suave

na escala de /g, Figura 9, podemos expandir o mesmo em torno da borda, no ponto xg,

V(X)

T —»
—X X, X

0

Figura 9 — Potencial confinante V' (z).

AV (xp)
T o

Considerando até a primeira ordem, o primeiro termo é uma constante que pode ser

Vi (x) ~ V() (x —x0) + ...

ignorada e o segundo termo é correspondente ao campo elétrico. De forma aproximada

podemos escrever o potencial como V (z) ~ —Ex e a hamiltoniana como

1
H = - (P2 + (py + eBx)Q) —ebx. (3.42)

Completando um quadrado na expressao acima podemos reescrever o hamiltoniano
como o de um oscilador harménico deslocado, como o realizado na se¢ao anterior. Assim,

as fungoes de onda sao equivalentes a Eq. (3.40), porém com o argumento deslocado,

E
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Com o hamiltoniano e a fun¢ao de onda, obtemos a energia do sistema, que depende

linearmente de k em cada nivel de Landau,

1 ) m [ E\?
E, .= — E k2 — — (=) . 3.44
s= (g )emrer (- 25) + 5 (5) s40

Note que ao desligarmos o campo elétrico, obtemos o mesmo resultado que anteriormente
na Eq. (3.39).

Com a energia dependendo do momento temos uma velocidade no sistema, que

surge na direcao resultante do produto vetorial entre o campo elétrico e o magnético,
E x B. Assim, para o sistema temos uma velocidade na direcao de y, que pode ser
calculada a partir de

1 9V (x)

Y T " eB Oz
E

= —. 3.46

= (3.46)

Com o resultado da Eq. (3.45), inferimos que o dltimo termo da Eq. (3.44) é a energia

(3.45)

cinética da particula, que agora se movimenta na borda. Esse resultado equivale & discussao
heuristica realizada acima, em que temos movimento de cargas nas bordas, Figura 8.

As fungoes de onda Eq. (3.43) s@o caracterizadas por um momento k e estdo em
posicoes diferentes do espaco, assim para cada borda temos uma velocidade diferente.
Para a borda direita v, > 0 e para a esquerda v, < 0, entao, em cada borda os estados

sao quirais, ou seja, realizam movimentos em dire¢oes opostas.

3.5 Solucao no Calibre Simétrico

Nesta secao abordamos o problema de Landau utilizando outro calibre, pois no
calibre de Landau obtivemos resultados com base em simetrias retangulares. Agora
observamos quais os resultados obtidos por meio de simetrias circulares. Nesse calibre
discutimos as funcoes de onda, a degenerescéncia e as consequéncias da algebra. No
decorrer do trabalho discutimos as propriedades do EHQ no calibre simétrico, definido

Ccomo

1
A = —rxB
2

= —%yBﬁU + %Z‘B@ (3.47)

Para obter as fungdes de onda, definimos novos operadores de criagao e aniquilacao,

de modo que comutem com o hamiltoniano do sistema, Eq. (3.27). Dessa forma obtemos
as autofungoes que sao simultaneamente fungoes do hamiltoniano e dos novos operadores.
Para realizar esse processo primeiramente construimos a élgebra dos operadores, assim

definimos outro operador de momento,

T=p—eA, (3.48)
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que difere do momento mecanico pelo sinal de menos, significando que, em contraste com
7T, esse novo momento nao é um invariante de calibre.
Realizada a definicao do operador e a fixagao de calibre, obtemos a algebra por

tras desses novos operadores,

(7o, ©,] = ieB (3.49)
[m, 7] = 0. (3.50)

Utilizamos o momento 7 para encontrar o niimero quantico correspondente a degene-
rescéncia do problema de Landau. Definindo o segundo par de operadores de criagao e

aniquilagao em termos desse operador, como

1 1
(Fu 4+ i7,) e b = (Fp — 7). (3.51)

v2eB - v2eB

Com essas defini¢oes realizadas, o proximo passo é escrever os estados e para isso,

b=

devemos abordar um operador que comute com a hamiltoniana, pois assim tratamos
autofungoes que diagonalizem simultaneamente a hamiltoniana e o operador que nos leva
ao numero quantico que corresponde a degenerescéncia. Portanto, escolhemos o operador

L., que é a componente z do operador de momento angular, dado por
L, =zp, — yp,. (3.52)

Realizando algumas manipulagoes algébricas e utilizando as definigdes dos operadores de

criacao e aniquilagao, escrevemos o momento angular na dire¢ao de z, como
L.,=a'a— 0. (3.53)

Note que com esse resultado ¢ simples mostrar que a relagao de comutagao do mesmo com
o hamiltoniano é [H, L,] = 0. Podemos entao, descrever estados que sao simultaneamente

autofuncgoes de H e L.. Dessa forma, temos um estado tal que

Hln, m) = E,|n, m) (3.54)
L.In,m) = m|n, m). (3.55)

Note que m é o autovalor do momento angular e também é o nimero quantico associado a
degenerescéncia.

Para descrever esses estados de maneira geral, precisamos obter a algebra dos
operadores H e L,. Assim, utilizando as Eqs. (3.28) e (3.53),

[Hyal=a [L,al=-a
[H, aT] = —al [L, aT] =al

[H,b)=0 [L,b]=0

[H, b =0 [L,b'] =—bl.
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Observando os resultados acima concluimos que os operadores a e a', abaixam e levantam
em uma unidade o nimero quantico associado a energia n, pois os operadores possuem uma
relacao nao trivial com o hamiltoniano, exatamente igual ao caso do oscilador harmonico.
Note que a e a' também possuem relacdes de comutacio diferentes de zero com o operador
L., que também muda o ntmero quantico associado a degenerescéncia. Para b e bt
observamos que a energia nao se altera, ou seja, apenas atuam na degenerescéncia. A
partir dessas constatagoes definimos o estado fundamental da seguinte maneira |0, 0).

Portanto, temos que o estado fundamental é aniquilado por a e b
al0, 0) =0 e 5|0, 0) =0. (3.56)

Por outro lado, o estado mais geral no espaco de Hilbert é obtido atuando os operadores

de criacao sobre o estado fundamental,

ymtn CLT n
W, s

Precisamos agora construir a fung¢ao de onda do estado fundamental, para isso

n, m) =

escrevemos equagoes diferenciais para os estados, utilizando o fato do estado de vacuo ser
aniquilado pelo operador a, ou seja, a|0, m) = 0. Realizamos esse processo da seguinte

maneira, primeiramente escrevemos explicitamente o operador a,

1

a = \/ﬁ (7'('5(; — i7Ty>
_ \/216_3 (—2’ (9, — i,) + % (—y — m;)) | (3.58)

Agora realizando uma troca de variavel, para tratar o problema de forma mais simples,

em que definimos variaveis holomorficas e anti-holomoérficas como
2=x—iy e Z=x+1y, (3.59)
conseguentemente temos as seguintes derivadas nesse novo conjunto de variaveis,
1 , = 1 ,
0, = 5 (0 +1i0,) e 0,= 5 (0p — 10,) . (3.60)

Essas coordenadas sao definidas como func¢oes holomorficas e anti-holomorficas, ou seja,
0,2 =0,z =1e 0,Z = 0,z = 0. Por fim, reescrevemos os operadores de criacao e

aniquilacao em termos de operadores diferenciais,

a=—iv2 (10, + —) e a=-iv2(iz0,— —). (3.61)
4l Al

Dessa forma podemos obter uma equacao diferencial para o estado fundamental degenerado,

no qual definimos a funcao de onda como

Yom (2, 2) = (2|0, m) (3.62)
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de modo que ao utilizarmos o operador de aniquilagao no estado fundamental degenerado

al0, m) = 0, temos

—Z\/_<l36 + ZB)yo, m)y = 0

( |<zBa +4ZB> 0, m) = 0

A resolucao da equagao diferencial é simples, mas devemos ressaltar a sutileza de que
estamos trabalhando com variaveis holomorficas e anti-holomoérficas, de modo que a
constante de integragao pode ser uma variavel holomorfica. Levando isso em consideragao

escrevemos a solugao mais geral possivel como

Yom (2,2) =f (2) e 5, (3.64)
em que f (z) é uma funcdo holomorfica e definimos |z|> = zz. Para obter a forma funcional
de f(z) devemos atuar o operador de aniquila¢do b na fun¢ao de onda, lembrando que
a atuacao desse operador também leva a aniquilagao do estado para m = 0. Portanto
precisamos escrever b e b, como

= i3 (1 ) e 0= iv2 (- ) (3.65)

4lp
Atuando o operador diferencial na Eq. (3.64), para m = 0,

blpoo (Z,Z) = O
\Z|2 \ZI2 = e
5 (0.f(2)e * —mﬂ) +if(z)e4’% _ 0
2.f(z) = 0. (3.66)

Com essa operagao temos que f (z) = cte. Com todos esses resultados obtidos, podemos

escrever a funcao de onda do estado fundamental como
_lzP?

Yoo (2,2) ~e 5. (3.67)

Para construir os estados fundamentais degenerados, atuamos o operador de criacao na

funcao de onda acima, assim,

Vo1 (2,2) = b4oo (2,2)

2|2

4 T2
~ — ) 3.68
ST (3.68)

Note que, cada vez que atuamos o operador b' na funcdo de onda, ganhamos um fator
multiplicativo da forma 57-. Portanto, podemos escrever a fungao de onda para os niveis

de Landau mais baixo da segumte forma

tYom (2,2) ~ (2)™ e B (3.69)
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A funcao de onda fornece uma base no estado fundamental, porém atuando com o

operador a! é possivel construir funcdes de onda para os demais niveis de Landau.

3.6 Algebra Magnética

Nessa secao discutimos os operadores de translacao magnética de modo a mostrar de
maneira simples suas propriedades e como uma fase surge quando realizamos um transporte
ciclico. Para descrever e discutir esses fatos, precisamos retornar as configuragoes discutidas
inicialmente neste capitulo em que particulas realizam movimentos no plano (zry) na
presenca de um campo magnético B na direcao z. Esse sistema tém como equagao de

movimento cléssica a seguinte expressao

d
md—:; = —ev X B. (3.70)

Para o caso em que temos o movimento restrito ao plano e o campo magnético

perpendicular, podemos escrever

d*x dy d?y dx
Z — _eB2. —2 = —eB—. 3.71
o T e Mar T (3.71)
Esses sistemas de equagoes diferencias acopladas tem como solucgao as seguintes expressoes
z(t) = X —rsin(wpt+0) (3.72)
y(t) = Y +rcos(wpt+0), (3.73)

em que X e Y sao coordenadas do centro da érbita e r e 6 sao constantes equivalentes ao
raio da oOrbita e uma fase, respectivamente. As coordenadas do centro da 6rbita obedecem

as equagoes de evolucao do sistema na representacao de Heisenberg,

dX

— = X, H| = 74
i = X H =0 (374
dy

— = |Y, H =0. :
i = Y H =0 (3.75)

Assim as identificamos como constantes de movimento do sistema. Esses também podem
ser escritos em termos dos operadores que manifestam a degenerescéncia do sistema Eq.
(3.48). Para a demonstragao disso partimos da Eq. (3.73), e podemos entao escrever as

constantes de movimento como

1 dy
X = t) — —— 3.76
2(t)- -2 (3.76)

1 dx
Y = t) + ——. 3.77
v+ 5 (3.77)

Utilizando o calibre simétrico Eq. (3.47) e as Egs. (3.24) e (3.48), podemos reescrever as

expressoes para X e Y, como

_ 1 _ 7’i-y
X = E <€BI 7Ty) = eB (378)
1 Tz
— (1, —eBy) =~ (3.79)

eB T eB’
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Podemos entdo obter a algebra de X e Y, utilizando a Eq. (3.49) e a Eq. (3.20). Dessa

forma temos relagoes de comutagao com os operadores de posi¢ao x e y, dados por

(X, z] = 0
(X, y] = ilg
Y, 2] = —ilp
Y.y = 0
(X, Y] = il%.

Com a élgebra determinada, podemos escrever os operadores que geram translagoes

magnéticas no plano (zy), com os geradores definidos como,
7, =eBY e 7,=—eBX. (3.80)

Dessa forma o operador de translagdo magnética T (a), que desloca um vetor x — x + a,

¢ definido como

T (a) = e a7, (3.81)

Para demonstrar que esse operador realmente realiza uma translacao, definimos um vetor
posi¢do da seguinte maneira x = (x, y) e um vetor a = (ay, as). Com essas defini¢oes

mostramos que ele desloca o operador posi¢ao da seguinte maneira

Tt (a)xT (a) = e™Txe a7

éa.(m—xg)xe—éa.(m—xg)

pra(Yi-Xg) [ —ga(Ye-Xj) — (@Y —a2X)
= €é'B e B X + X, e B

= x+a. (3.82)

Podemos mostrar mais propriedades dos operadores de translagao magnética, uma
delas é dada a partir da composicao desse operador, ou seja, como ocorrem suscetivas
translagoes. Para a demonstragao desse fato precisamos definir dois vetores arbitrarios,
a ¢ b, no plano (zy). Com a definigao desses vetores e usando a féormula BCH (Baker,
Campbell e Hausdorff),

1
AP — A+B+3(AB]

note que, podemos ter mais termos de comutadores na exponencial, mas os comutadores
que tratamos sao dados por nimeros, desse modo nao possuem carater operatorial, logo
[A, [A, B]] = [B, [A, B]] =0. Com isso a regra de composigao é

T (a) T (b) — efia.%efib.%

— e—i(a—i-b).i're—%aibj[fri,frj]

e—i(a+b).fre—ﬁaibaﬂj (3.83)

9
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em que €;; ¢ o simbolo antissimétrico de Levi-Civita no plano, com €;5 = 1. Vale ressaltar
que Ty = T, € Ty = Ty,
Para analisar podemos reescrever a Eq. (3.83), da seguinte forma
—%aibjeij
T(@)T(b)=T(a+b)e *5 , (3.84)
assim temos, que uma composicao de duas translagoes gera uma fase e para o melhor
entendimento, vamos analisar uma translacao ciclica, em que a e b sao dados na direcao x

e y respectivamente. Essas translagoes podem ser vistas na Figura 10.

A
d=BA
*b

Ay

e~
b

Figura 10 — Transporte ciclico dado pelos operadoes de translagao magnética.

Os operadores de translagao magnética responsaveis por realizar as translagoes da

Figura 10, devem ser escritos da seguinte maneira

T(—a)T (—=b)T (a)T (b).
Podemos utilizar a formula BCH, a Eq. (3.83) e a dlgebra magnética para escrever esses
conjuntos de operadores de translagao da seguinte forma

T(-a)T (-b)T(a)T (b) = piaf ib. —iaf —ib.%

i
P T S TR —Taibjeij
€Za'ﬂ-62b'ﬂ-€ Zb.ﬂe za.ﬂe %

— - aibjei;

= ¢ 'B . (385)

Mostrando que se realizamos uma translacao em uma superficie fechada, obtemos uma fase
proporcional ao tamanho de cada translacao, nesse caso a e b. Podemos ainda trabalhar
nessa fase, levando o tensor de Levi-Civita de duas dimensoes para trés, ganhando mais um
indice que sera contraido com a direcao Z, dessa forma o termo de fase pode ser reescrito
como,

aibjéekij = Z. (a X b) .
Essa equacao equivale a uma area A, que esta delimitada pelas translagoes realizadas.

Agora reescrevendo a Eq. (3.85), temos

T (—a)T (=b)T (a) T (b) = e~ B4 (3.86)
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A fase ¢ dada pelo fluxo magnético total através de uma area ® = BAy e pode ser
contextualizada com a fase do efeito Ahranov-Bohn. Para entender melhor esse fato,
pensamos em uma superficie desse mesmo sistema, mas que tenhamos apenas um elétron
em uma determinada area Ay, Figura 10. Agora, para calcular o fluxo magnético através

dessa superficie, usamos

o= / do - B = BA,. (3.87)
S

Por fim, podemos escrever a fase de um transporte magnético ciclico como a fase do efeito

Ahranov-Bohn
exp (—ied) = exp (—ieyg dx - A) ,
c

em que A ¢é o potencial vetor e C' ¢ um contorno fechado.
Podemos também definir esse fluxo como sendo um ntmero inteiro de uma quanti-
dade caracteristica de fluxo ¢,
O = Nyoo, (3.88)

em que ¢y = %ﬁ ou em unidades naturais ¢y = 2w. Agora sabendo que o fluxo total é

dado por ® = BA,, podemos escrever esse nimero inteiro Ny como

BA, _ BA,
(bo - 2 ’

Note que esse resultado é o mesmo obtido para a degenerescéncia Eq. (3.41). Dessa forma,

Ny = (3.89)

identificamos Ny, como sendo o nimero de degenerescéncia do sistema.

3.7 Funcgao de Onda de Muitas Particulas

Nesta secao realizamos a generalizagao da funcao de onda de uma tnica particula
para descrever um sistema de muitas particulas, mas ainda no nivel de Landau mais baixo
(NLB). Para isso partimos da Eq. (3.69),

N
—2im 4%2""”2
B .

U (z1....2n) = f(z1....2n) € (3.90)

Para avancar nas generalizacoes devemos entender como essa fungao de onda deve
ser. Deve ter contida em sua forma o fato de tratar de férmions, que sao descritos por
fungbes antissimétricas, sob troca de particula, Eq.(2.16). Com isso ao analisar a equagao
acima, podemos observar que o termo que pode descrever uma troca de particula do tipo
zi = zj e zj = 2, ¢ a funcao f(z1, 22, ..., z,). Portanto a mesma deve possuir caréater

antissimétrico. Para que ela seja antissimetrizada utilizamos o método do determinante de
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Slater, que é dado por

Y (20, 21,0 2n-1) = | Y3 (T1)  ¥3(z2) -+ Ys(zn) | (3.91)

Y (z1) Yn(z2) -+ Yy (2N)

Utilizando a equagao acima, temos que o resultado do determinante de Slater para

a fungao f(z1, 29, ..., 2,) € dado de forma geral por
2? 29 2%
Zl Z2 PRI ZN
[ (20, 21500y 2N—1) = ) ) . . = H (zi — zj) . (3.92)
: : : : i<
ANLN-L N

Portanto, utilizando esse resultado para realizar a generalizagao para uma fungao
de N particulas, temos que a funcao de onda do NLB pode ser escrita como

N-1

Y (20, 21,y ZN—1) = H (zi — zj) e

1<j

N 1
—2i=1 ZUTMP
B .

(3.93)

Note que o produtério deve correr em ¢ < j e ¢ # j. Outro ponto evidente na forma da
funcao de onda é que ela estabelece o principio de exclusao de Pauli, pois quando dois

elétrons se sobrepoem o pré-fator desaparece.

3.8 Fluido Incompressivel

Nesta secao realizamos a analise e discussao sobre uma quantidade importante da
teoria, denominada fator de preenchimento ou filling fraction dada por v. Definimos o

fator de preenchimento como sendo a razao do numero de elétrons N, pela degenerescéncia

Ndeg7
Ne

Ndeg .
Para discutir mais sobre a filling fraction, analisamos um resultado ja conhecido
da teoria do EH, a resistividade Hall. Essa quantidade é dada pela Eq. (3.11),

B

pry = —. (3.95)

(3.94)

V=

em que n é densidade de elétrons, n = %. Realizando algumas manipulagoes algébricas e

identificando o nimero de degenerescéncia como na Eq. (3.89), obtemos

o BA o Ndeg¢0
s (3.96)
_ DNaeg2m 271 (3.97)

N, e2 e2 v
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Por meio desse resultado vemos a importancia do fator de preenchimento, pois ele aparece
na resistividade Hall e consequentemente na condutividade. O que leva ao entendimento
do porqué as medidas experimentais da resistividade Hall sao dadas por uma séries de
platos, Figura 6. Sendo que v é dado por ntimeros inteiros e fracionérios o que distingue o

efeito Hall em inteiro ou fracionério,

v=123,... e v=
N—————
EHQ inteiro

Cﬂll\')

1
5 (3.98)

EHQ fracionario

J

Jesie

Para analisar mais a filling fraction, discutimos a incompressibilidade do sistema.
Para isso é instrutivo considerar exemplos simples, em que um dado sistema possui estados

com degenerescéncia igual a quatro, sabendo que o mesmo possui quatro elétrons, temos

N, 4
——=1

T Ney 4

Esse sistema pode ser visto na Figura 11. Com esse exemplo é facil observar que podemos
obter de maneira simples v = 1, 2, 3, 4..., apenas pensando que ao invés de quatro elétrons
o sistema possui oito elétrons. Assim a filling fraction é dada por v = 2, Figura 12.
Seguindo esse raciocinio, para um sistema com doze elétrons temos v = 3, Figura 13, e

assim sucessivamente para obter os demais valores inteiros de v.

E A

Figura 11 — Niveis de Landau degenerado, representando uma filling fraction v = 1.
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e
El, 4 &
e

AE = wy
e
Eo, 4 &
e

>

K

Figura 12 — Niveis de Landau degenerado, representando uma filling fraction v = 2.
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>

k

Figura 13 — Niveis de Landau degenerado, representando uma filling fraction v = 3.

Retornando a abordar a ideia de incompressibilidade, pensando nos niveis de
Landau, em que o espectro de energia é dado pela Eq. (3.32), ao analisar um sistema com
dois niveis de energia, Figura 11, percebemos que a diferenca de energia entre eles é dada
por

AFE =F, — Ey = wp. (3.99)

Note que existe um gap de energia entre os niveis de Landau, assim, quando os elétrons
vao para o estado excitado ha um gasto de energia proporcional ao campo magnético B.
Para prosseguir com o pensamento precisamos lembrar que a equagao para o nimero de

degenerescéncia ¢ dada em termos da area, Eq. (3.89),

eBA
o

Ndeg = (3100)

Dessa expressao observamos que ao comprimir a area do sistema, consequentemente
diminuimos o nimero de degenerescéncia. Desse modo, podemos pensar de forma intuitiva

em um exemplo, que ao comprimir o sistema descrito pela Figura 11, fazemos com que
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Ngeg = 4, diminua até Ng., = 3 e um dos quatro elétrons devera ir para o proximo nivel,
mas note que nesse processo ocorre um gasto de energia devido ao gap. Sendo assim, é
impossivel que o elétron se excite para um nivel superior. Mostrando entao, que o sistema

deve ser incompressivel.
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4 FEfeito Hall Fracionario

Nesta secao discutimos o porqué do efeito Hall quantico fracionario ser um dos
problemas mais complexos da fisica da matéria condensada. Apresentamos uma teoria
para o estado fundamental do sistema, descrita pela funcao de onda de Laughlin. Também
discutimos excitagoes de quase-particulas (Qp) e quase-buracos (Qb), que s@o descritas

por anyons de carga e estatistica fracionéaria.

4.1 O Papel das Interacoes e Porqué o Problema é nao

Perturbativo

O fenémeno do EHQF foi descoberto em 1982 por Tsui e Stormer, quando nas

medidas da resistividade Hall obtiveram valores fracionarios para a filling fraction v,

[1]. Os primeiros dados de v observados tinham valores de v = 3,2 e posteriormente
v = % , %, %, %, g, ..., considerando o nivel de Landau mais baixo. Atualmente, existem

cerca de 80 platos observados [10]. Alguns sao mostrados na Figura 14.

Hall Resistance, Ry (hfez}

Resistance, R

1
20
Magnetic Field (T}

Figura 14 — Grafico do campo magnético pela resistividade longitudinal e resistividade
Hall. Fonte: JAIN, J. K. Composite fermions. New York. Cambridge University Press,
2007.

O EHQF é um dos problemas mais dificeis da fisica da matéria condensada. Um

dos pontos que levam a isso é a nao possibilidade de tratar a teoria através de métodos
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perturbativos. Para entender porqué o problema nao pode ser tratado perturbativamente,

precisamos considerar a hamiltoniana que inclui todas as interagoes presentes no sistema

H:Zi iVi+ eA (r;)) Z —|—ZguB Si, (4.1)
— 2m |7“Z
7 1

em que o primeiro termo é correspondente ao movimento de particulas na presenca de
um campo magnético B constante (acoplamento minimo), o segundo é o de interagao de
Coulomb, em que € é a constante dielétrica, e o terceiro é o termo de energia Zeeman.

Para prosseguir devemos ressaltar que para o EF(Q consideramos o campo magnético
intenso. Assim, temos que os spins estao todos alinhados & dire¢do do campo, pois os
spins ficam congelados e nao constituem grau de liberdade dindmico ao sistema, de
modo a desprezarmos o termo de energia de Zeeman. Com essa constatacao temos
que a hamiltoniana do sistema é dada pelos termos de acoplamento minimo e interagao

Coulombiana, ou seja,

1
H:Z% (iV;+eA () + — Z|T1_Tj| (4.2)

Podemos ter uma ideia da relevancia de cada termo realizando uma comparacao
entre os correspondentes termos de energia. Temos a energia do acoplamento minimo dada
por Ey ~ wp e de interagao de Coulomb Vi ~ =—. Portanto, ao analisarmos suas razoes
no limite em que B — oo, temos

Vv o 3
C_ElB_ €’ m

@_w]g B e

— 0. (4.3)

Note que para um campo magnético muito forte a interagao de Coulomb ¢é fraca e o termo
predominante no hamiltoniano é a energia de acoplamento minimo. Assim, podemos
pensar no que acontece com o EHQF quando nao levamos em conta a interacao. Para isso,
analisamos como ocorre a contagem de estados possiveis para particulas indistinguiveis,

sendo que essa contagem ¢é dada por

(4.4)

A contagem é realizada partindo de uma amostra tipica, de area igual a 1mm?

que contém em média 10° elétrons. Assumindo uma filling fraction de v = 2, calculamos

57
o ntmero de degenerescéncia, Ny, = 2,5 x 10°. Agora fazendo a contagem de estados,
obtemos

2,5 x 10!

W = : ~ 107%10°
10°1 (2,5 x 10° — 109)! ’

que é um numero extraordinariamente grande de estados. Para comparagao, podemos

realizar o mesmo processo para um exemplo ficticio, em que o ntimero de elétrons é 100,
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assumindo novamente uma filling fraction de v = %, temos um nimero de degenerescéncia
igual a 250. Com isso obtemos
250!
100! (250 — 100)!

Esse valor aproximado ao numero de particulas do universo. Assim, mesmo para um exem-

~ 107,

plo com um ntmero muito menor de elétrons e degenerescéncia, temos que a quantidade
de estados possiveis é muito grande sem a interacao. Logo, concluimos que a interagao
tem papel fundamental no EHQF.

Podemos também analisar o que acontece com o EHQI, ou seja, o que acontece
quando abordamos um sistema com filling fraction inteira. Para isso, simplesmente temos
que observar a definicao de v, Eq. (3.94), de modo a constatarmos que N, ~ Ng,, 0 que
por consequéncia nos leva a um nimero de contagem de estados finito, com por exemplo
no caso de v = 1, temos W = 1. Dessa forma podemos constatar que o EHQI ¢é explicado
sem a presencga de interagao.

Portanto, levando a interagao como fator necessario para o EHQF e analisando
novamente a Eq. (4.3) é possivel notar que a energia de Coulomb nao é suficiente para
superar o gap de energia dado por AF = %, pois, o campo magnético é forte. Dessa forma
temos que o efeito deve ser descrito no NLB. Consequentemente podemos desprezar o
termo de acoplamento minimo do hamiltoniano pois, 0 mesmo é uma constante na energia,
sob o vinculo do potencial de Coulomb estar restrito ao estado fundamental. Considerando

os pontos discutidos, reescrevemos o hamiltoniano Eq. (4.1) como

e? 1
H=P;;;.— — P 4.5
LLL™ ; s — rj\ LLL; (4.5)

em que Prry é o operador de projegao do nivel de Landau mais baixo, (no qual LLL
significa Lowest Landau Level). A construgao explicita para o projetor pode ser observado
em, [12].

Como o tnico termo no hamiltoniano é a interacao de Coulomb e esse s6 acessa o
NLB, nao podemos realizar uma teoria de perturbagao no sistema, pois a interacao ¢é o
tnico termo relevante. Outra maneira de olhar essa afirmagao, é o fato de nao termos um
parametro pequeno para realizar uma expansao, pois a unidade caracteristica de energia
do sistema ¢é % A discussao até este ponto mostra uma teoria que nao pode ser entendida
como uma perturbacao do estado fundamental, causada por uma interacao fraca, com isso
o problema deve ser solucionado exatamente, um dos fatos que torna dificil obter solugoes

para o EHQF.

4.2 Funcao de Onda de Lauglin e Propriedades

Como mencionado na se¢ao acima, ¢ extremamente dificil obter informagoes a partir

de uma abordagem de teoria de perturbagoes. A ideia entao é considerar uma abordagem
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para o problema a partir de uma fun¢ao de onda “tentativa” denominada fun¢ao de onda
de Laughlin, sua formulacao parte do problema sem interagao. Essa construcao da funcao

de onda se da a partir do estado fundamental do problema de Landau,

-SX lal?
7 14ZB g

U (21002n) = f(z120)€
= J[G-2 ¢ v aghil (4.6)

i<j
Sendo assim, a proposta de Laughlin para a funcao de onda do estado fundamental é dada
por

N-1

Ym (21, 22...28) = H (zi—z)™e i @IMQ, (4.7)

i<j
em que m = %, ou seja, o inverso da filling fraction. A ideia agora é demonstrar que a
funcao descreve todas as propriedades do sistema.

A primeira propriedade é que a fungao descreve um sistema interagente, pois nao
podemos escrever uma funcao separada para cada elétron, ou uma separacao de termos
equivalente a Eq. (3.92), isso para m # 1. A segunda propriedade observada é de que a
funcao fornece a interacao repulsiva, ou seja, quando z; — z; ela se anula com um zero
de ordem m. A terceira propriedade é dada pela antissimetria da funcao de onda sob
troca de dois férmions, mas note que isso ocorre para m = 1, 3, 5, 7, ..., pois ao trocarmos
z — zj € zj — z;, temos um fator de (—1)™. A quarta propriedade ¢ proveniente da filling
fraction ser v = L.

Para demonstrar essa tultima propriedade, consideramos a fun¢ao de onda de

Laughlin para uma particula que se encontra na posicao zi,

- -~ bl
Vm (21) = | [ (21 — 2))"e 77497 (4.8)
j=2
Obtemos seu autovalor de momento angular,
szm (Zl) = mN¢m (Zl) ) (49)

ou seja, o0 momento angular maximo da particula ¢ m/N. Consequentemente temos o raio

maximo da 6rbita da particula, dado por,
2 _ 2
ro, = 2mNIz. (4.10)

Com esse resultado podemos escrever a area da orbita da particula como A = 7r? =

2rmNI%. Por fim, reescrevendo v a partir da Eq. (3.94) e utilizando a 4rea, temos

N N 21 N 1
_ N 20N 1 (4.11)

V:m_ BA — B2rmNI%  m

Essas propriedades dao suporte de que a funcao de onda de Laughlin é uma boa estimativa

para descrever funcoes de onda para o EHQF, com as filling fraction dadas por v = +

m’

sendo m dado por ntimeros inteiros impares.
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4.3 Analogia com o Plasma

Muitas das consequéncias fenomenologicas da funcao de onda de Laughlin podem
ser investigadas por meio da analogia com o plasma. A discussao dessa analogia pode
ser baseada na interpretagao da densidade de probabilidade |‘I/|2 como uma distribuigao

classica de Boltzmann,
U = e Vm, (4.12)

em que V,, é a energia potencial do sistema. Obtemos a densidade de probabilidade para

a funcao de Laughlin, da seguinte maneira

)= DI DY R I W
|m (21)|” = exp QmZIH\zZ z;| | exp 5P Z\zzl . (4.13)
B

1<J

Comparando a Eq. (4.13) e a Eq. (4.12) escrevemos o potencial V,,, como

N-1 1 X

—_— e — . PR . 2

V= —2m Z In |z — 2] + 3 Z 2] 2. (4.14)
1<J =1

Realizamos a comparagao com um plasma, que possui carga g e realiza movimento

em um fundo neutralizante de densidade p. O potencial em questao é

N-1 9 N
V(2) = _q2;1n|zi—zj|+%;|zi|2, (4.15)
em que o primeiro termo é proveniente da interagao de Coulomb entre as particulas e o
segundo termo corresponde a interagao com o campo de fundo neutralizante.

Como as expressoes para os potenciais contém a mesma estrutura, consideramos
Vn um potencial de plasma. Assim realizando a comparacao termo a termo, das Eq.(4.14)

e Eq. (4.15), obtemos a carga do plasma

¢ = 2m. (4.16)

Outra quantidade obtida é a densidade do fundo neutralizante, dada por

1 1 1
— R 4.17
p nl%q?  2ml%m (4.17)
Ao associar a densidade p com a densidade de elétrons do sistema Hall, observamos que

¥, descreve um fluido com filling fraction dada por

1
21l = — = . (4.18)

m
O resultado dessa analogia nos retorna a filling fraction esperada para a teoria.
Portanto, temos fortes argumentos que suportam identificar a funcao de onda de Laughlin

como a funcao para o estado fundamental do efeito Hall quantico fracionéario.
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4.4 Excitacoes de Quase-Particulas e Quase-Buracos

Nesta secao descrevemos os resultados obtidos com a excitacao de quase-particulas
e quase-buracos, em que as mesmas sao construidas a partir da funcao de onda de Laughlin
do estado fundamental.

Para descrever uma excitagao consideramos o sistema no estado fundamental, e
entao introduzimos um tubo de fluxo infinitesimal no ponto z,. Em seguida alteramos o
fluxo adiabaticamente de modo a ir de um fluxo nulo até um valor final de uma unidade,
ou seja, ® =0 — & = ¢y, fazendo com que o sistema permaneca no estado fundamental.
Com essa variacao, temos por meio da lei de Faraday o surgimento de um campo elétrico,
consequentemente as particulas nas proximidades fluirao para dentro ou para fora do
ponto, dependendo do sinal do fluxo, o que leva a gerar um actimulo de carga no ponto z,.

Uma mudanca de fluxo pode ser compensada por uma transformacao de calibre,
deixando o hamiltoniano em sua forma original porém, alterando a fun¢ao de onda, para
um estado excitado. Por meio desse fato temos que a excitagao de uma Qp e Qb pode ser

dada pelas suas correspondentes fungoes de onda

¢$za = N, HZ (zi — 2a) Um quase-buraco (4.19)
U = NI (2 — %)t auase-particula, (4.20)

em que N é o fator de normalizacao e 1, a fungao de onda de Laughlin Eq.(4.7).

As funcoes de onda para as excitacoes podem ser interpretadas como uma descri¢ao
de um elétron percorrendo um caminho que contém N particulas e desse modo esse elétron
observa N fluxos em todo z;, com j # 7. Agora quando ele realiza movimento ao redor de
um Qb ele observa apenas uma unidade de fluxo [7].

Portanto, partimos das fung¢oes de onda que descrevem as excitagoes do estado
fundamental para investigar as propriedades de carga e estatistica dos Qb. Uma forma
heuristica de determinar a carga do quase-buraco ¢ pensar em remover um elétron do

sistema, de modo a funcao de Laughlin ser escrita como

R S P 2N_1 _ ‘ L2
¢7—;ZQ (21722---ZN) = N+ H (ZZ — ZN)me 4Z2B| Nl H (zz _ Zj)me 2i=1 4123‘ |
i=1 i<j
= o [[ (i —2n)" v (4.21)
=1

Note que retiramos da fun¢ao de onda o elétron na posicao zy e introduzimos a exponencial
na constante de normalizagao. Temos entao que a fungao dada na Eq. (4.21) é equivalente
a funcao de onda de Qb de carga e, na posicao zy. No entanto essa mesma funcao pode
ser pensada como a fun¢ao de onda de m quase-buracos na mesma posi¢ao. Ou seja, a

carga de m Qbs é igual a carga do elétron, assim concluimos que

Bm=e=q = ‘. (4.22)
m
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Esse resultado nos leva a pensar que a fragao = deve ser retirada ou adicionada ao sistema,
para assim termos uma excitacao de Qp e Qb.

Agora realizamos o cédlculo da carga de forma mais precisa. A ideia é calcular a
fase de Berry em um sistema em que a particula é transportada adiabaticamente por
um caminho fechado I' e comparar esse resultado com a fase obtida na segao 3.6, onde
uma fase era gerada por conta de um transporte ciclico de carga na presenca de campo
magnético, Eq. (3.85).

Para realizar essa comparacao, primeiramente temos que obter a fase de Berry,
para isso consideramos um sistema quantico descrito por um hamiltoniano dependente
do tempo, H (t). Na aproximagao adiabética a hamiltoniana varia muito lentamente no

tempo, de modo a termos a equacao de Schroedinger da seguinte maneira
H, ()Y, (z,t) = E, (t) ¥, (z,t). (4.23)

A evolugao adiabatica significa que o sistema permanece em seu autoestado, de modo que
a funcao de onda adquira no maximo uma fase dependente do tempo. Podemos entao

escrever a funcao de onda como

t
U, (x,t) =, (x,t) exp (—z/ dt'E,, (t') — iy, (t)> : (4.24)
to
Note que a fase dada pelo termo —i fti dt'E, (t') é a generalizagdo de —iE,t, que é o
argumento da exponencial na solu¢ao da fungao de onda dependente do tempo. Assim
identificamos a fase de Berry ou fase geométrica como sendo 7, ().
Para obter explicitamente ~,, (¢), ultilizamos a equagao de Schroedinger dependente
do tempo,
OV, (z,1)
/L—
ot

substituindo a fun¢ao de onda, Eq. (4.24), obtemos

= H, (1) ¥ (2,1),

(12 4 By vt + 2200, 00) = 0w 00
dryn (1) o O0Y (2,1)
dt ¢n (l’,t) = _Z—(‘% R (425)
agora multiplicando a equacao acima por ¢ (x,t) e integrando no espago, obtemos
dvy, (t) . . . oYy, (x,t
[y e = i [ e @m0
dy, (t ) N oYy, (x,t
thU = —z/d%wn (m,t)%. (4.27)

Por fim utilizando a notacao de Dirac, podemos escrever a fase de Berry como

n(t)= =i [t () 5100 0)). (425)
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Retornando para o caso em que supomos o Qb ser transportado adiabaticamente
em torno de um caminho fechado I'; de modo que sua posicao dependa do tempo, podemos

escrever a fase de Berry para quase-buraco como

o t)= =i [ af (i @) o ). (4.29

Para obter o resultado explicito da fase de Berry para o Qb, precisamos primeiramente da
atuagdo da derivada temporal no estado 2;|¢;* (¢')). Para realizar isso primeiramente

escrevemos o In % como

mWM—m<NJI 2Zi — Za mw), (4.30)

posteriormente aplicamos uma derivada temporal em ambos os lados, de modo a obtermos

ilnww t) = % lln (M H (2 — <t>>wm>] (4.31)

%§®::Zimw Za (Ol e (1) - (4.32)

Por meio desse resultado podemos reescrever a fase como

)= =i [ at <W 1Y = e = 2o ()] 5 <t'>>. (4.33)

Prosseguindo nos célculos definimos uma densidade de particulas no estado ¢t (z, t),

p(2)5<w#” DILICEE w+%<>>. (434)

Agora utilizando uma base coordenada, |zl, Z9,...ZN), €m que sua relacao de completeza é

dada por
/dzzl...dZZN‘Zl, 29, ...ZN><2’1, 29, ...ZN| = 1,

introduzindo entéo essa relagao na densidade de particulas Eq. (4.34), obtemos
p(z) = /dQZl...dQZN 25(2) (2 — 2) [F7 (=, t’)‘2 : (4.35)
Note que utilizamos a seguinte definicao para a fungao de onda,

¢+Za (Z t) <Z1a 22, zN’w;:,za (t/>>

Realizando o mesmo processo na fase de Berry Eq. (4.33), temos

Yo () = —i/o dt dz...d%zy Z % [In |z — 2o (¢)]] |07 (t/)‘2 : (4.36)
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Por fim, usando a expressao acima e a Eq. (4.35), reescrevemos a fase de Berry em termos

de p,
Co,od
v (t) = —i / A e |z = 20 ()] (2 (4.37)
0
t ’ ]. dZ (t/)
= —i [ dtd = 4.38
/ e (o (4.39)
1
= —i [ d*z D dz, . 4.39
i [ @ ——ple) (4.39)
I

Note que I' é a regiao onde acontece o transporte adiabatico. Para resolver a integral
devemos analisar o caso em que |z| < |z,|, nessa condigao a integral nao é nula. Com o

polo em z, = z, podemos resolver a integral por meio do teorema de residuos,
Yo (B) = —i/ d*22mip (2)
|z|]<T

= 27 /z|<rd zp (2) (4.40)

= 27Ny, (4.41)

em que Nr é o nimero de elétrons dentro da regiao I'. Com esse resultado podemos realizar
a comparagao entre a fase de Berry e a fase obtida por meio de translagoes magnéticas em

um caminho fechado, sendo assim
e = emla%r (4.42)
Por meio dessa relagao e utilizando as Eqgs. (3.86) e (3.94), podemos escrever

27TN1" = qN¢(/§0

q —_= eC— —

(4.43)

Esse resultado mostra que a carga de um Qb assume valores fracionarios, pois m é dado
por nimeros inteiros impares. Seguindo os mesmos raciocinios realizados acima, podemos
obter um resultado equivalente para quase-particula, com carga ¢ = —=%, [7].

O préximo resultado que devemos obter é a estatistica de um Qb. Para mostrar
isso precisamos considerar uma operagao de troca entre dois quase-buracos. Dessa forma,
levamos em conta um estado caracterizado por duas excitacoes de Qb, uma localizada no
ponto z, e outra localizada no ponto zg. Assim escrevemos a funcao de onda como uma

generaliza¢ao da Eq. (4.19),
0 = Nag [ [ (20 — 2a) (2 = 28) Yo, (4.44)

em que N,p € a constante de normalizagao.
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Considerando agora o transporte adiabatico do Qb em z,, ao longo de um caminho

fechado I', temos que a fungao de onda adquire uma fase de Berry como visto acima,

10 == [ ar (= @) ). (4.45)

Para obter essa fase, realizamos o mesmo processo do calculo anterior. O primeiro passo

entao é obter a derivada temporal de In @D:,FLZQHB

Iy = [aﬁH 2 — ) —zmwm]

= Y In|zi—za ()] + Y Infz — z5] + In (Nagthm) , (4.46)

, esse € escrito como

assim aplicando a derivada temporal em ambos os lados, temos

1 w—i—za—i-zﬁ _ % [Z lnlzz — 2, (t)| + Zln|zz — Zﬁ| + 1nNo¢B¢m]

8w+2a+2ﬁ B d +2a+26
e = Z —2 [ 2 = za (O] ™. (4.47)

Note que apenas o quase-buraco em z, varia no tempo, o que significa um resultado
equivalente ao do célculo realizado acima. Dessa forma ao definir uma densidade de carga

+zatz
no estado 1, ", como

p(2) = < m ()] 25(2) (25— 2) [pm ™" (t)>, (4.48)

obtemos o mesmo resultado da Eq. (4.40) para a fase de Berry, pois os célculos s@o os

mesmos, logo
v (t) = 27?/ d®zp (2). (4.49)
|z|]<T

Desse resultado, temos duas situacoes possiveis, a primeira é quando o ponto zg nao esta

no interior do contorno I'; o que resulta na seguinte fase
v (t) = 27 Nr. (4.50)

Por outro lado, a segunda situacao ocorre quando o contorno I' inclui o Qb em z3, fazendo
com que seja retirado a fragao de elétrons que corresponde ao quase-buraco. Dessa forma

a fase de Berry é

v (t) =27 (Np - i) . (4.51)

m
Com esses dois resultados, podemos observar que a fungao de onda adquire uma fase extra,
dada por

21r

eI = et (4.52)
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Note que essa é a fase que surge de um transporte adiabéatico de um Qb em torno de outro
por uma angulo de ¢ = 2.

Para obter a estatistica comparamos o resultado da fase Berry adquirida pela
funcao de onda de um Qb com a fase obtida por troca de particula, discutido na secao
2.2. Note que naquele contexto foi realizada uma rotagao dada por um angulo ¢ = 7,
assim considerando uma rotacao de ¢ = 27 na Eq. (2.18) e comparando sua fase com a
Eq. (4.52), temos

27wy j 27

e =e'm (4.53)

Assim a estatistica é dada por ntimeros fracionéario, da seguinte maneira
v=—. (4.54)

Com esse resultado observamos que a estatistica ¢ dada pelo mesmo valor numérico da
filling fraction. Desse modo, quando m = 1 estamos com o nivel de Landau mais baixo
preenchido e os quase-buracos sao férmions, o que é equivalente com os resultados para
o EHQI. Para os demais valores de m, ou seja, m = 3,5, 7, ..., obtemos a estatistica de
quase-buraco como sendo fracionéria e os mesmos sao anyons. Obtemos o mesmo resultado

para a quase-particula, |7].






65

5 Teoria Efetiva para o Sistema Hall

Nesta secao discutimos teorias efetivas em regime de baixas energias, em que
utilizamos ingredientes do grupo de renormalizacdo [13]. Com isso identificamos os graus
de liberdade e simetrias do sistema Hall em 2 + 1 dimensoes, de modo a descrever uma
teoria efetiva com o termo relevante dado pelo Chern-Simons. Discutimos as propriedades
presentes no EHQ e os aspectos topologicos, descritos pelo CS, como invariancia sob
difeomorfismos e a estatistica e carga fracionaria, de modo a descrever as excitagoes de

quase-particula e quase-buraco [10].

5.1 Teorias Efetivas de Baixas Energias

Para discutir teorias efetivas precisamos entender que a fisica em diferentes escalas
de comprimento ou energia é descrita por diferentes teorias. Para analisar um fluido
macroscopico nao precisamos conhecer a fisica atdémica do sistema. Esse fato pode ser
entendido analisando um exemplo simples, em que olhamos para um dado material e
observamos uma superficie lisa, posteriormente olhamos para a mesma superficie através de
um microscopio e observamos uma estrutura rugosa. Mostrando que em determinada escala
o sistema sera dado com certas simetrias e graus de liberdade, mas quando aumentamos a
energia de observacao obtemos propriedades distintas.

Para analisar como um sistema se comporta sob uma transformacgao de escala,
podemos seguir a discussdo baseada no grupo de renormalizacao [13|. Para isso, partimos

de uma teoria de campos, dada por uma lagrangiana geral

L=L (907 8(107 82907 ) {gz}) ’ (51)

que depende de um campo ¢, derivadas de ¢ e um conjunto de parametros {g;} (que
podem ser vistos como parametros de acoplamento, interagao, estrutura, massa, etc.).
Agora para nos auxiliar na construcao da lagrangiana, discutimos a ideia de teorias efetivas.
A abordagem consiste em identificar os graus de liberdade relevantes em baixas energias e
as simetrias envolvidas e assim descrever o sistema em termos de uma classe de operadores
responsaveis pela dindmica do sistema. Para implementar esse método em teoria quantica

de campos, utilizamos o funcional gerador,

Z:/DweiS(W), (5.2)

em que Dy é a medida de integragdo funcional e S (p) é a acdo dada em termos da

lagrangiana, como

S(p)= /deE (gp, Do, O*p, ..., {gl}) .



66 Capitulo 5. Teoria Efetiva para o Sistema Hall

Realizamos a discussao supondo uma distincao entre altas e baixas energias. Para isso
definimos uma escala de corte A que realiza essa suposicao. A fisica que temos interesse
tem energia caracteristica dada por u, que é muito menor que a energia de corte u << A.

Dessa forma dividimos o campo ¢ em duas partes

Y =vatep, (5.3)

de forma que ¢4 inclua as contribui¢oes de altas energias ao passo em que ¢p coresponda
a baixas energias. Uma maneira conveniente de fazer isso é considerando a transformada

de Fourier dos campos, que permite escrever a medida de integragao funcional, como
Do =[] de (k).
k

Utilizando a ideia de separacao de energia, dada pelo parametro de corte A, separamos o

produtoério da seguinte maneira

Do =[]de (k) = ][des (k) [[dea(k) = DesDea. (5.4)

k<A k>A

Com essas defini¢oes, o funcional gerador Eq. (5.2) pode ser reescrito como

Z—/DngDger"S(“”B’“). (5.5)

Realizando a integragao sobre as contribuicoes de altas energias obtemos uma agao

efetiva para baixas energias, Sy (¢5),
eSalen) — /D@AeiS(SDBMPA)’ (5.6)

assim escrevemos o funcional gerador, que define toda teoria, em termos da acao efetiva e

dependendo explicitamente apenas de g,

Z = /DgoseiSA(%). (5.7)

O proximo passo é expandir a agao efetiva em termos de operadores locais cons-
truidos a partir de g, para classificar e entender como podemos escrever a lagrangiana

de um sistema. Podemos entao, escrever a acao efetiva como
Sa (p5) = /deZgiOi- (5.8)

Assim, classificamos os termos da lagrangiana de acordo com a dimensionalidade da
acao. Neste ponto vale lembrar que consideramos o sistema natural de unidades, em que
h = ¢ = 1. Dessa forma temos dimensoes dadas em unidades de massa para todos os

elementos envolvidos. Comegamos analisando a medida de integracao, que possui em
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unidades de massa uma dimensao (—D). Considemos a dimensao do operador O; = [O;].
Agora, sabendo que a agao é adimensional, temos que o parametro de estrutura g; deve

ter dimensionalidade
l9i] = D —[O4]. (5.9)

Podemos entao escrever de maneira explicita a dependéncia do parametro de corte
A. Para isso introduzimos um parametro adimensional, obtido a partir de g; e A, da

seguinte forma
I, = AOI-Pg,. (5.10)

Com isso definido podemos analisar os termos da agao efetiva, Eq. (5.8). Dessa forma
estimamos a contribuicao de um termo genérico para um processo que ocorre em uma
energia [t

/de(’)i ~ plo1-P. (5.11)

Apo6s essas definicoes sobre a dimensionalidade de cada termo, podemos retornar os
resultados obtidos na agao efetiva Eq. (5.8), obtendo assim a ordem dos termos da

lagrangiana,

I (%) o (5.12)

Com essa anélise dimensional identificamos trés classes de operadores, definidas como

[O;] — D >0 = irrelevante ou nao renormalizavel
[O;] = D =0 = marginal ou renormalizavel (5.13)

[O;] — D <0 = relevante ou super-renormalizével.

Para uma investigacao com base na energia caracteristica, temos que para pu — 0 apenas
os operadores nas classes marginal e relevante contribuem para a agao, os operadores
dentro da classe irrelevante levam a termos da lagrangiana que sao suprimidos, pelo fato
da razao (%)[Oi]_D ser cada vez menor.

Para exemplificar essa discussao, utilizamos uma teoria de campos escalares ¢,
dada pela Eq. (5.1), ou seja, a lagrangiana depende do campo ¢, suas derivadas e dos
parametros da teoria. Assumimos por simplicidade que a mesma possui simetria de
Lorentz e de paridade. Com essas consideragoes escrevemos a lagrangiana que descreve a
teoria tendo como base a discussao acima, que usamos a analise de dimensionalidade para
determinar a relevancia de cada termo da lagrangiana. Para isso, primeiramente temos
que encontrar a dimensao do campo em unidades de massa, dessa forma precisamos entao,
analisar o termo cinético da teoria do campo escalar, dado por d,p0"¢. Note que esse
termo tem duas derivadas e as mesmas possuem dimensionalidade igual a [0,] = 1, em

unidades de massa. Portanto a dimensao do campo ¢ é dada por

D -2

] = — (5.14)
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Realizamos o primeiro exemplo considerando D = 2, tal que o campo é adimensional,

assim podemos escrever a lagrangiana
1
L= éﬁﬂgoﬁ“go —m2p? — Xt — €08 — b (5.15)

Note que, os pontos significam que os termos continuam em uma série de poténcias do
campo ¢ e que a dimensao dos parametros ¢ [m?] = [\] = [£] = 2. Com isso e de um ponto
de vista de grupo de renormalizacao a teoria ¢ descrita por uma lagrangiana dada por
parametros marginais ou renormalizaveis. Assim para descrever uma teoria de campos
escalares em D = 2 dimensodes precisamos considerar termos do tipo ¢”, ou seja, considerar
uma série de potencia de ordem p no campo .

Seguindo o mesmo raciocinio, agora consideramos D = 3, assim a dimensao do

é ==. v i
campo ¢é dada por ; Dessa forma podemos escrever a lagrangiana,

1
L= 3 O —mPp? — At — EQ° +irr. (5.16)

Note que para esse caso os termos relevantes ou marginais nos levam a um limite de poténcia
dos campos. Sendo que, os demais termos estao contidos em #rr, termos irrelevantes para
a teoria. Os termos dos parametros com dimensionalidade dada por [m?] =2 e [\] = 1 sdo
relevantes e [£] = 0 sdo marginais.

Agora realizando a analise para D = 4, temos a lagrangiana dada por

L= % Ot —m?p* — Ap" +irr. (5.17)
Note que nesse caso temos [p] = 1, assim o termo relevante para a teoria ¢ ¢?, pois
[m?] = 2, e o termo ¢* é marginal, sendo \ adimensional. Esse exemplo resulta em algo
extremamente conhecido que é a lagrangiana do campo escalar em quatro dimensoes. Por
meio desses exemplos foi possivel mostrar como podemos obter a lagrangiana de uma
teoria de campos efetiva em um regime de baixas energias, tendo o conhecimento da
dimensionalidade do parametro do sistema, e nao tendo informacgoes sobre a fisica de altas

energias.

5.2 Teoria Efetiva para o Sistema Hall

O efeito Hall quéntico é constituido por elétrons que realizam movimentos restritos
a um plano na presenca de um campo magnético uniforme B, perpendicular ao movimento.
Os elétrons na placa tendem a ficar o mais distante possivel uns dos outros, por conta
da repulsao Coulombiana, dessa forma levamos em considerag¢ao todos esses ingredientes
para realizar uma abordagem de teoria de campos efetiva. Descrevemos os ingredientes
fenomenologicos do EHQ, para construir uma teoria de campo efetiva em baixa energia.

A primeira consideracao é proveniente de o fenémeno ocorrer em 2 + 1 dimensoes.

Isso porqué estamos considerando uma placa infinita, ou seja, sem bordas, em que os
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elétrons estao restritos a movimentos no plano. A segunda consideragao diz que o sistema
deve ser descrito por meio de uma teoria efetiva local, que possua apenas operadores da
classe marginais e relevantes Eq. (5.13). A terceira consideragao é o fato da corrente

eletromagnética J# ter que ser conservada J,J" = 0, podemos escrever a corrente como
v
JW ~ €0, A, (5.18)

em que €*“? é o simbolo completamente antissimétrico de Levi-Civita, definido €*2 = 1. O
campo A, é um campo vetorial arbitrario. Observe que a expressao acima ¢ invariante
sob a transformacao de calibre

A, — Ay + O, (5.19)

simplesmente porque €**? ¢ totalmente antissimétrico e 9,0, simétrico. Com isso temos
que A, ¢ de fato um campo de calibre. A quarta consideragao ¢ proveniente de estarmos
interessados em fisica de baixas energias e consequentemente longas distancias. Dessa
forma investigamos o problema levando em conta a analise realizada na se¢ao anterior.
Com essa discussao sabemos que precisamos de operadores na classe relevante e marginal.
Assim utilizando a Eq. (5.13) e o fato de estarmos trabalhando em D = 3 dimensoes, temos
que os operadores presente na lagrangiana devem ter dimensoes [O;] = 3 em unidades de
massa para ser marginais ou [O;] < 3 para ser relevantes. Por tltimo a quinta consideragao,
nos diz que a teoria nao deve ser invariante sob paridade e reversao temporal. Isso porque
o campo magnético externo quebra ambas as simetrias discretas, fazendo com que os
elétrons realizem trajetorias em um dado sentido de propagacao.

Com as consideragoes acima, podemos obter a forma da lagrangiana efetiva e essa
sera escrita em termos do campo de calibre A, que tem dimenséo [A4,] = 1 em unidades
de massa. Agora, sabendo que o termo do operador na lagrangiana deve ter dimensoes
iguais ou menores que trés em unidades de massa, podemos realizar combinagoes para
escrever a lagrangiana.

Seguindo a ideia de que a acao deve ser um invariantes de calibre, e as demais
consideragoes, temos na primeira tentativa simplesmente o campo A, mas logicamente
esse nao é um invariante de calibre. O préximo termo que tentariamos escrever seria,
n'*A,A,, mas novamente esse nao ¢ um invariante de calibre. Temos que as combinagoes
de multiplicagoes de campos A,, quebram a invariancia de calibre. Dessa forma o préximo
passo é realizar combinagoes com derivadas, sendo que essas tem uma unidade de massa.
A primeira tentativa é o termo 1"#0,A,,, novamente, o mesmo quebra a invariancia de
calibre. A préxima combinagao ¢ um termo do tipo 4,0, 4,, que & primeira vista quebra
a invariancia de calibre, porém combinando o mesmo com o simbolo de Levi-Civita, temos

um termo tanto invariante de calibre quanto invariante de Lorentz,
e’ A,0,A,. (5.20)

Note que, invariancia de Lorentz nao é uma simetria do sistema, mas utilizamos acima

nos termos que quebram a invariancia de calibre por simplicidade. O termo acima possui
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dimensao igual a trés, ou seja, ¢ um termo marginal. Vale ressaltar que o mesmo ¢é

invariante de calibre a menos de um termo de superficie
L—L+0,(e"X0,A,) .

Com essa discussao podemos por fim escrever a lagrangiana que descreve a teoria

de EHQ, denominada lagrangiana de Chern-Simons,
L= ﬁewAMayAp + o (5.21)

em que k € uma constante a principio arbitraria e os pontos correspondem a operadores da
classe dos irrelevantes. Um exemplo é o termo de Maxwell, F*"F),,,, que sera considerado
em breve, na discussao sobre dinamica do campo de calibre.

Neste ponto devemos ressaltar que o campo de calibre A, nao equivale a nenhuma
quantidade fisica, ele descreve fendomenos emergentes que refletem certas propriedades
fisicas. Entidades fisicas como o campo magnético externo sao incorporados no coeficiente
k. O CS possui outros aspectos importantes que reafirmam como sendo uma teoria que
descreve o EHQ.

5.3 Propriedades do Chern-Simons

5.3.1 Aspectos Topolégicos

Uma das propriedades obtidas por meio do CS sao fases topoldgicas da matéria
[5, 11], que atualmente se trata de um assunto central de pesquisa em fisica da matéria
condensada. Entre suas varias propriedades especiais, essas fases sao caracterizadas por
um bulk com um gap de energia, ao mesmo tempo em que possuem graus de liberdade
sem massa, se propagando ao longo das bordas. Exemplos de fases topoldgicas ocorrem no
EHQ [3], em supercondutores e nos isolantes topologicos [6, 14].

Discutimos o fato do CS descrever aspectos topologicos, de modo a analisar
a propriedade do Chern-Simons ser um invariante topologico, a qual decorre dele ser
independente da métrica. Discutimos isso partindo da ideia de realizar uma transformacao
geral de coordenadas ou uma mudanca de um espaco plano com a métrica n*¥, para
espacos curvos com a métrica gh.

Comegamos com uma teoria de campos em um espago plano, de forma geral temos
uma agao escrita como a Eq. (5.1). Agora escrevendo essa mesma a¢ao em um espago

curvo, com uma métrica dada por g", temos

S = /de\/—gﬁ (g, @, Oup, ..), (5.22)

em que g = det g,,. Podemos escrever alguns exemplos para demonstracao, no qual as

acoes em um espaco curvo dependem explicitamente da métrica. Por exemplo no caso do



5.8. Propriedades do Chern-Simons 71

campo escalar,

1 m?
S = /de\/—g (ég‘waugo&,go + 7@) : (5.23)

Note que a contracao dos indices da lagrangiana é realizada com a métrica e o prefator
v/—¢g € necessario para compensar a transformacao do elemento de volume. Outro exemplo

é a acao de Maxwell
1
S = /de\/—g (Z—Lg“”gaﬂFuaFw) . (5.24)

Para o caso do termo do CS, nao é a métrica que realiza a contracao, mas sim e,
Dessa forma dizemos que a acao é independente da métrica. Mas para comprovar que ela
é invariante por difeomorfismos, analisamos o que acontece com a acao sob transformacoes
gerais de coordenadas. Para realizar a analise pensamos em uma transformagao geral de

coordenadas, em que um vetor segue a seguinte lei de transformacao

oz'* .,
A, (x) = o Al (2'). (5.25)

Para o nosso caso Eq. (5.21), temos trés vetores acoplados ao tensor e#**; logo, podemos

escrever

I 18 Iy
@A (2) By (2) C, (2) = w0 0T 0T 0T 41 oy B («) C! (). (5.26)

ozt Oxv Oxr @

Note que o termo das derivadas juntamente com o tensor de Levi-Civita, deve ser propor-

cional a algo totalmente antissimétrico nos indices «, (3, v, de modo a escrever

p 02" 020 D2

ozt Oxv OxP

= f(z, 2') P, (5.27)

em que f (z, 2') é uma fungao arbitraria a ser determinada. Podemos obter a mesma

fazendo uma escolha para os valores dos indices, como a« =0, § = 1, v = 2, temos entao

“”pgixfgi/j g;;’j =f(z,2) = f(x,2)=det (Z_j’/ . (5.28)
Com esse resultado reescrevemos a Eq. (5.26), como
e"PA, (x) B, (x)C, (z) = det o' AL () By (2) C ().
Ox K
Analisando o elemento de volume d®z e sabendo que se transforma como
d®z’ = det 86_91; dx, (5.29)

A . -
em que det %—fc’ é o Jacobiano da transformacao. Podemos por fim escrever

oa'

dxe? A, (v) B, (v) O, (z) = d’zdet 5 7 A (2) By () C’ (')
T

dPre? A, (z) B, (x) Cy (x) = &2 A, (2)) By () C, () . (5.30)
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Esse processo mostra que a acao do CS também é invariante sob transformacoes gerais de
coordenadas, sem a necessidade do fator /—g. Nesse contexto é dito que a agao

Scs = /M d%ﬁeﬂw’AuayAp, (5.31)

é topoldgica e invariante sob difeomorfismos.
Outro elemento importante que podemos obter para reafirmar que o CS é topoldgico
¢ a hamiltoniana, Hog. Uma maneira de obté-la é utilizando uma transformada de Legendre

da lagrangiana, de modo a escrever

oL
Heg = @(a—(jj)auz‘lu—ﬁcs
niiy
/{/ « I{/ v
= I P An (05A,) — 1 A0 A,
_ (5.32)

Outra maneira de obter esse resultado é usando o tensor de energia e momento 7", no qual
as componentes 7% e T sao conservadas sob invariancia de translacoes no espago-tempo.
As mesmas descrevem a dindmica do sistema e assim a hamiltoniana (energia) e o momento

sao quantidades conservadas, dadas da seguinte maneira
H = /deTOO (5.33)

Pi

/ d?xT". (5.34)

Para obter o tensor de energia e momento, de um espaco plano, podemos utilizar a derivada

funcional da agao no espago curvo em relagao a métrica curva, ou seja

0S5

T ~
0w

(5.35)

Guv = Nuv
Seguindo essa expressao é facil ver que T = 0, isso porque a acao de CS é independente

da métrica, como discutido acima Eq. (5.30). Dessa forma o hamiltoniano também é zero
H.,=0. (5.36)

Os resultados obtidos acima nas Egs. (5.32) e (5.36) ¢ tipico de teorias topologicas. A
hamiltoniana ser nula também diz que o CS nao proporciona dindmica no sistema. No
entanto quando consideramos sistemas com bordas nao temos dindmica no bulk, mas
obtemos graus de liberdade dindmico nas bordas. Isso é algo esperado no EHQ, como

discutido na segao 3.4. Esse fenomeno é conhecido como correspondéncia bulk-edge [10].

5.3.2 Teoria Topolbégica Massiva

Neste ponto do trabalho, mostramos mais um resultado importante proveniente da

teoria emergente descrita pelo CS. Esse fenomeno é dado quando adicionamos dindmica ao
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campo de calibre A, ou seja, introduzimos na lagrangiana um termo de Maxwell. Note
que ambas produzem teorias invariantes de calibre em 241 dimensoes. Levar o campo a ter
uma dinamica da um surpreendente resultado, que é a geracao de massa na teoria. Dessa
forma podemos obter esse resultado partindo da lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons
(MCS) que é dada por

K 1 y
EMCS - §€N pA,uayAp - @F# F;w' (537)

A partir da lagrangiana podemos obter a equagao de movimento para o campo A,

K€ o
GMF“” = —TEVQ Faﬁ. (538)
Uma maneira para obter explicitamente a massa é calculando o propagador do
campo A,. Para isso, precisamos acrescentar um termo de fixacao de calibre na lagrangiana

2 : . , .
de MCS. Escolhemos esse termo para ser % (0,A*)”. Assim a lagrangiana é reescrita como

K | R A 2
E == EGM pAMa,,Ap - 4_€2FM F/“, - 5 (8MA“) . (539)

Para prosseguir no calculo do propagador, precisamos obter a equacao de movimento da
lagrangiana com o termo que fixa o calibre para a teoria, Eq. (5.39). A mesma é obtida

realizando a derivada funcional da acao, ‘S?VTICS = 0. Dessa forma temos

2
GMF“”+—%6”“5FQ5+)\8”8HA“ ~ 0

[n“”@aaa —(1=X) 00"+ meze”a“ﬁa} A, = 0. (5.40)
Sabendo que o propagador A, (z) deve satisfazer a equacao
(10,0 — (1 = X) 00" + ke*e" ™0, A, (x) = ind® (2), (5.41)

e utilizando a transformada de Fourier para o escrever no espaco dos momentos

d3ZL‘ —ikx
D)= [ s B (0, (5.42)

em que kx = k,x*, obtemos a seguinte expressao

d>x

(2m)°
[+ (1= N) KPR — ik ko] A, (k) = in. (5.43)

—ikx,: v
e ZT]p

&
/ (2:)3 o ik [_kQUW + (1= X)kHE" — i/-@eQEm“k’a] Ay (k) = /

Com esse resultado, precisamos agora encontrar um A, (k) que possibilite inverter essa
relagdo e consequentemente nos retorne o lado direito da Eq. (5.43). Para isso, escrevemos

a forma mais geral possivel para o propagador no espago dos momentos,

Ay (k) = [ (k) up + g (F?) €upak® + h (k) k. (5.44)
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Note que f (k?), g (k*) e h (k*) s6 podem depender de termos proporcionais a k%, substi-

tuindo a Eq. (5.44) na Eq. (5.43), comparamos os termos equivalentes em ambos os lados,

obtemos,
f() = —m (5.45)
g (k) = ) (5.46)
h(k*) = ! i (5.47)

k2 (k2= (ke2)?) A (K2)Y

Agora introduzindo as fungdes na Eq. (5.44), obtemos o propagador da teoria de MCS,

CcOomo

1 1 k,k,

o () = 3 = ety ek Kk = 8 (5€) ) + 5 (5.48)

Com esse resultado identificamos a massa gerada pelo campo de calibre, que é a mesma
dada pelo polo do propagador

muycs = ke (5.49)

Podemos obter esse resultado de outra maneira, por meio das equagoes de movi-

mento, dadas em termos do tensor dual definido por

G = —e*™F,,. (5.50)

1
2
Note que, G* é invariante de calibre e satisfaz 0,G® = 0. Agora para obter as equacoes de
movimento em termos do tensor dual, utilizamos a Eq. (5.38) e a definicdo de G*. Dessa

forma podemos escrever a equacao de movimento como
10,0" + (we?)*| G = 0. (5.51)

Esse resultado pode ser comparado com a equagao de Klein-Gordon, dada como equacao de
movimento para campos escalares. Assim identificamos a massa como sendo mycg = Ke2.
Também podemos analisar as unidades que sao vinculadas ao termo xe?, ao olharmos para
a acao de MCS ou para a lagrangiana Eq. (5.37), de maneira a identificar que o coeficiente
de CS k, é adimensional em unidades de massa e consequentemente e? deve ter dimensao
de uma unidade de massa, para contrabalancear as unidades de F},,F*, que é [F?] = 4.
Dessa forma temos que o termo ke? realmente é uma massa, o que concretiza a ideia do

CS nos levar a uma teoria topologica massiva.

5.3.3 Estatistica Fracionaria

Outra propriedade do CS que discutimos é a estatistica. Como mencionado em

segoes anteriores a estatistica em 241 dimensoes tem algumas peculiaridades. Nesta se¢ao
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analisamos como o acoplamento do CS com particulas carregadas nos leva a ter estatistica
fracionaria.

Para realizar o acoplamento entre as particulas e o CS, consideramos uma corrente
conservada J* = (p, j), em que J° = p é a densidade de carga elétrica e J* = j* ¢ uma
densidade de corrente elétrica. Utilizamos também o campo de calibre A,, como sendo
o campo que media as interagoes entre as particulas. O acoplamento entre essas duas
quantidades deve ser A,J", isso porque esse termo é um invariante de calibre, mas note
que esse fato é verdadeiro por consequéncia da corrente ser conservada, ou seja, d,J* = 0.
Dessa forma, podemos escrever a agao do CS acoplado com um sistema de particulas

carregadas da seguinte forma

K
S = / &z (EEWﬂAuaVAp - A,J“) . (5.52)
O proximo passo é obter as equagoes de movimento para o campo de calibre. Para isso é
realizada a derivada funcional da acao (;% = 0, dessa forma temos
Boewop — gn. (5.53)
47 P

em que F),, ¢ o tensor de Maxwell em 2 + 1 dimensoes. Em termos das componentes

podemos escrever as equagoes de movimento como

K

Ji= ji = %eiﬂ'Ej. (5.55)

Podemos escrever formas explicitas para p e j considerando um sistema de N

particulas pontuais carregadas. Dessa forma escrevemos p (x) e j(z) como

5% (x — x; (1)) (5.56)

=
G
I
M =
¥ e

~
Il
—_

e

5 VI (t) 6% (x —x; (1)), (5.57)

Qo
0

Il
WE

~
Il
3

1

em que vy (t) = X7 (t), é a velocidade da i-ésima particula.
Além de interagao, precisamos atribuir dindmica as particulas. Para isso considera-

mos um termo cinético, assim podemos escrever a agao total para o sistema,

N

S = / P (ﬁe"”’) A9,A, — AMJM> i / dty %vi (t). (5.58)

I=1

Note que as equagdes de movimento para o campo Eq. (5.53) ndo mudam com o acréscimo

do termo cinético.



76 Capitulo 5. Teoria Efetiva para o Sistema Hall

Podemos escrever a acao total em termos de uma integral temporal, usando as
defini¢oes para a densidade de carga p (z), Eq (5.56), e densidade de corrente j (z), Eq.
(5.57), como

S = /Zh{§5<%vﬂﬂ—fAMxMﬂ,ﬂ—eXMﬂ'A@q&%ﬂ> (5.59)

I=1

K .

— — | &z ("AE; — AyB) } (5.60)
47

Com esse resultado podemos entao obter as equagoes de movimento para a particula.

Portanto, tomamos a derivada funcional da agao Eq. (5.59), porém, agora em relagao a

S

posigao da j-ésima particula, ou seja >3-, assim temos as equagoes de movimento dadas
ox

J
por

miy (t) = e (B (x1 (t),t) — €Tvl (t) B (x; (t) ). (5.61)

Note que o CS acoplado com particulas carregadas nos leva a for¢a de Lorentz como
equagao de movimento, o que é equivalente a discussao da segao 3.2.

Depois de obtida a equagao de movimento analisamos qual é a for¢a que o campo
exerce sobre uma tnica particula. Para isso, utilizamos as equagoes de movimento para os
campos Eq. (5.55) e as definigbes para as densidades Egs. (5.56) e (5.57). Assim, podemos

escrever a for¢ga de uma tnica particula como

= (e®0F6% (x — x1 () — €9076% (x — x7 (1)) (5.62)

Esse resultado diz que as particulas nao sentem nenhuma forca proveniente do campo A,,.
Isso classicamente, porque ao analisarmos o fenémeno quanticamente, obtemos uma fase
nao nula no transporte adiabatico de particulas. Para analisar esse fato abordamos uma
regiao C7, onde ha apenas uma particula. Agora calculando o fluxo nessa area, através da
expressao

Oy = /da - B, (5.63)

Cr

em que a equagao para o campo magnético B é dada por Eq. (5.54) e a densidade de

carga, Eq. (5.56). Dessa forma,

N
_ e[ e 2 (o _ ¢
@p—ﬁ/dx;;d(x xi (1) = <. (5.64)

Cr -

Esse resultado mostra que o efeito do CS se manifesta apenas quanticamente e o mesmo

atribui um fluxo para cada particula, Figura 15, ou seja, cada particula passa a ter uma

e

quantidade de fluxo ®; = £, como consequéncia da interacao entre elas, mediada pelo
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campo A,. Isso leva ao importante fato de que a fungao de onda adquire uma fase do tipo

exp (ie 5150 dx - A) | (5.65)

Aharonov-Bohm,

=l

Figura 15 — Colegao de particulas com linhas de fluxo dadas por .

Com essas consideragoes, o proximo passo ¢ determinar o potencial vetor. Para

isso, vamos tratar o problema no calibre de Coulomb, que é definido por
Ay=0 e GA =0. (5.66)

Dessa forma reescrevemos as equagoes para as densidades de carga e corrente como

p = %eijaiAj (5.67)
jio= %eijAj. (5.68)

Também podemos escrever o campo A; partindo da escolha de calibre, ou seja, 9;A* = 0
implica em escrever A; como

Al = 9.y, (5.69)

em que Y é uma funcao a ser determinada. Agora substituindo a equacao acima na
densidade de carga Eq. (5.67),
K
p=—V3x. (5.70)
2m

Com esse resultado podemos obter y e assim o campo A’. Para isso utilizamos o método

de fungoes de Green, dado por

VG (x—y)=0(x—-y), (5.71)
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escrevendo a solucao para y em termos de (G, da seguinte forma

_27T

X (@) = — / PPyG (x—y)p(y). (5.72)

A funcao de Green em duas dimensoes é dada por

V2 <%1n|x—y|> —R(x—y). (5.73)

Utilizando esse resultado e a densidade de carga da Eq. (5.56) na expressao para x temos

N
e
Y (z) = EZIMX—XI ()] . (5.74)
I=1
Dessa forma podemos obter o potencial, simplesmente utilizando a Eq. (5.69),

PUNPI QR 10 5.75)
R I=1 |X — X1 (t)|

Depois de obtido o potencial vetor A podemos calcular a fase adquirida pela funcao
de onda, através da Eq. (5.65). Para isso, analisamos um sistema descrito com duas
particulas e movendo uma em torno da outra, seguindo o caminho C', como mostrado na

Figura 16.

A A

=l
=l

Figura 16 — Transporte adiabatico dado por um caminho C.

Para realizar o calculo parametrizamos o sistema em coordenadas polares e por
simplicidade assumimos que a particula 1 esta na origem x; = 0 e a particula 2 na posi¢ao
xy = r (t). Com isso escrevemos o potencial como

. e .. rj t
A (x ) = Cr O (5.76)
Fo e (t)
Outros elementos que precisamos parametrizar é o elemento de linha dx, que pode ser

escrito como dx = rdf0, e a quantidade €77 que pode ser vista como uma quantidade
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na direcao perpendicular ao raio, em coordenadas polares essa quantidade pode ser dada

como rf. Com todos os elementos ja parametrizados podemos obter a fase

- 2 2 o
z’eygdx-A — = aerd- 6=
c k-Jo r

2me?
=

(5.77)

K

Esse resultado ¢é a fase que a funcao de onda adquire, quando uma particula realiza uma
volta em torno da outra. Assim, comparando com a discussao realizada na se¢ao 2.2, a
qual mostra a fase adquirida por uma troca de particula, Eq. (2.19). Note que naquele
caso tinhamos apenas uma rotacao por um angulo 7. Agora realizando a comparacgao das

fases temos

2 2
exp (z 7: ) = exp(i2mv), (5.78)

em que v é o parametro de estatistica. Dessa forma, temos a estatistica que uma particula

carregada adquire quando a interagao é mediada por um campo de calibre A*, dada por

v=—. (5.79)

Fazendo e = 1, temos que a estatistica ¢ uma quantidade dada por v =1/, em que k é o
parametro do CS. Isso, juntamente com o discutido na segao 2.2 sobre troca de particulas,
temos a origem da estatisticas anionica. Portanto ao escolhermos x apropriadamente para
assumir valores discretos temos estatistica fracionaria. A demonstracao que k assume
valores inteiros nao é realizada neste trabalho, mas um dos fato para o parametro do CS
ser dado por nimeros discretos tem explicacoes e aplicacao no desenvolvimento de uma

teoria nao-abeliana de Chern-Simons [15].

5.4 Descricao Efetiva do Sistema Hall

Com todos os resultados acima e partindo das consideragoes gerais para o efeito
Hall, concluimos que a teoria efetiva de baixas energias em 2 + 1 dimensoes que descreve o
EH ¢ dada pela agao de CS,

Scsg = ﬁ/dSJEe“”pa#@Vap. (5.80)

Note que a, é o campo emergente de calibre, introduzido pela corrente conservada J*,

1
Tt = e, (5.81)

Dessa forma, temos que a informacao do campo magnético nao esta contida em «,,, mas

sim em K, o coeficiente do termo de CS.
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Portanto, vamos extrair informagoes sobre o sistema Hall a partir da teoria efetiva.
Um dos elementos importantes no EHQ ¢é a filling fraction ou fator de preenchimento Eq.
(3.94). Logo, precisamos determinar o seu correspondente na teoria efetiva descrita pelo
CS. Para isso, introduzimos um campo eletromagnético no sistema, de forma a variar o
campo total, o que nos leva a um desequilibrio. Assim o sistema tentara se reestabelecer.
Essa ideia pode ser implementada, realizando o acoplamento do CS com um campo externo

A, da seguinte maneira

S = / &P <4W6"””a,ﬂ a, = JA,). (5.82)

Note que, o termo J*A, ¢ invariante de calibre e o campo A, representa os campos
externos.
Utilizando a corrente conservada Eq. (5.81), podemos reescrever a agao acima da

seguinte forma
1
S = /dgx (%Gﬂypozua,j@p — %EWPQH&,Ap) . (583)

O que nos leva a obter as equagoes de movimento para o campo «,,, para isso realizamos,

08

5o = 0, dessa forma obtemos
"

05

5oy (@) = [&Pz(£720,0, () — 5="70,A,) 60 (z —2') =0.  (5.84)
B

Realizando a derivada funcional da agao em relagao ao campo e igualando o resultado a

zero, obtemos as equagoes de movimento, dadas por
kP, = 0,A,. (5.85)

A ideia agora é determinar a acao efetiva para o campo externo A,. Para isso,
utilizamos a mesma ideia discutida na se¢ao 5.1, em que obtemos a acao efetiva para a
teoria de baixas energias, Eq. (5.6). Para esse caso temos a acao efetiva para o campo A,

realizando a integragao funcional sob o campo a,
eWSer(Au) — /Daueis(a”’A”). (5.86)

Podemos reescrever a equagao acima com a agao Eq. (5.83), da seguinte forma

. 1
gWSer(An) - — /Da“ exp {@'/dg <4W6‘“’paua Q) — %e“ Loy, 0,A )]
= /Dau exp {/ d*x (— <fl/:r) a,P*a, + ozuL“)} (5.87)

em que definimos P*? e L* como sendo

P = —etry,

Z 14
L' = ——e",A, (5.88)

21
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Para resolver a equagao acima precisamos utilizar a generalizacao para integral gaussiana

de varias variaveis, dada por

/deie_ Z” xiMijxj+>; Liw; — d;MeiiZi’j LiMigle‘ (589)

Note que, existe uma sutileza em utilizar a integral gaussiana, devido a inversa do operador
PP nao ser definida, ou seja o det P = (0. Com isso precisamos adicionar na lagrangiana
um termo que fixa o calibre. Assim escolhemos o calibre de Lorentz de modo a adicionar

o termo A (9,A")?. Dessa forma reescrevemos a Eq. (5.88) como

. 1
etSeslAul = /Dau exp i/dga: (ﬁe“”pa#&,%— %e“l’paud,Ap—)\(GuA“f)]

= /Doz# exp /dgx (_O‘u (jl—ﬁe“””(?,, — )\8“8’)) a, + auL“)}
T

= /Doz“exp /d%(—aMM“pap—i—oz#L“)], (5.90)

em que definimos o operador invertivel M**  da seguinte forma

MH*P = i—’{e“”p&, — AO*O”.
47

Assim, para resolver a integracao funcional utilizando a Eq. (5.89), precisamos obter a

inversa do operador M" que satisfaz a relacao

M M) =k (5.91)

rvoa

Sabendo que [M ];i pode ser dada de forma geral por
[(M],q = a (9%) i + B (0) €v0p0” + 7 (9) 0,0

em que «a (0%), B(9?) e (0?) sao fungoes a ser determinadas e dependem de 9* = 9,0".
Assim para determina-las utilizamos a equagao acima na relagao dada pela Eq. (5.91) e

comparando termo a termo ambos os lados da igualdade, de modo a

a(8?) =0 (5.92)
9 4me 1
) = —% (5.93)

Com as funcoes determinadas podemos escrever a inversa do operador M,,,, da seguinte

forma s o i 1
-t = A a0 i
[ ]I/O{ K 82 )\ (82)

50,0, (5.95)
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Por fim podemos resolver a integracao funcional, identificando quais os termos correspon-

dentes na integragao gaussiana, o que nos resulta em

G5 exp —}1 [ s L”]
- Lew,0F 11
N PP, Ay [ = — 0,8, ) 72, A
exp 47T xe (Ii o2 4\ (82)2 K ) € )\‘|
~ exp B Euaﬂa Ag M Pty Ay
47m 0 ’
~ exp 471—/{ d3l,€uoc,3A ) Aﬁ:| (596)

Note que para realizar simplificagoes na integral, utilizamos integracoes por partes e
propriedades de antissimétria do simbolo de Livi-Civita. Com esses resultados podemos
identificar a acao efetiva para o campo A, como sendo

1
A7k

O método utilizado acima é equivalente a usar a equacao de movimento para o

S A, = B A,0,A,. (5.97)

campo «a,, na acdo. De modo que ao substituir a Eq. (5.85) na agao Eq. (5.83), temos

1 1
Ser[Au] = / &’z (EG’M Oy Ap — o€ Vp%auAp> (5.98)
1
= dPrePa,0,A,. (5.99)
s

Agora realizando integragoes por partes, desprezando termos de superficie e substituindo

novamente a Eq. (5.85) obtemos a acao efetiva, S.r[A,], tal que

1

Sef[Ay] = I d*ze'? A,0 0, (5.100)
1 1%

= d*zePA,0,A,. (5.101)

Note que, o resultado para a acao efetiva também é uma teoria de CS. De modo que com
esse resultado podemos obter a corrente eletromagnética gerada pela variacao ocorrida ao

introduzir o campo externo. A corrente pode ser dada por

9.5,
wo— _ ZPef
Jh = A, (5.102)
em que J* = (p, j). Assim temos que a corrente é
1
JH = —€"P0,A,. 5.103
27”{:6 P ( )

Dessa forma, podemos por meio da densidade de carga, identificar a filling fraction. Para

isso, primeiro obtemos a densidade de carga, J° = p,

1 L0id
= Y0, A,; 104
P oK % (5.104)
1
= —B. (5.105)

2Tk
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Agora escrevemos a filling fraction, que é dada pela razao entre o niimero de particulas e

nimero de degenerescéncia, Eq. (3.94), que pode ser escrita como
N 2m
Ngey B

v

(5.106)

Por fim, comparando as duas expressoes Eqs. (5.106) e (5.104), obtemos que a filling
fraction é dada pelo inverso do coeficiente do CS,

= —. 5.107
v (5.107)

Podemos retirar desse resultado o fato de x assumir o papel da filling fraction na teoria
do EHQ inteiro e fracionario descrito pelo CS.

Outro resultado importante no EHQ sao as excitagoes de quase-particulas e quase-
buracos, portanto devemos obter como esse fen6meno é descrito com o CS. Para ver como
isso ocorre, devemos lembrar que essas excitagoes possuem carga e estatistica fracionéaria,
logo esses resultados devem ser reproduzidos na teoria.

Na secao anterior mostramos que um dos aspectos descrito pelo CS, quando esse é
acoplado com particulas carregadas é a estatistica fracionaria, assim nos resta mostrar
como obter carga fracionaria. Para obter esses resultados consideramos uma excitagao que
pode ser representada por meio de uma corrente J}' = gJ", em que ¢ = +e e J* pode ser

escrito em termos de um campo vetorial
Jn= e, A, (5.108)

Essa corrente ¢ introduzida na teoria através do acoplamento com o campo c,. Precisamos
também introduzir o acoplamento que resultou em estatistica fracionaria. Que foi dado em
termos de um acoplamento da corrente com campo «,, com o campo externo A,. Dessa
forma podemos escrever a acao que descreve a teoria com excitacoes de Qp e Qb, da

seguinte maneira
S = /d3x (%e‘“’pau&,ap — JHA, — qj“ozu> . (5.109)

Note que o acoplamento com o campo eletromagnético é dado pelo campo A, e o aco-
plamento que representa a excitacao ¢ dado por qJ Fay,. Também temos que a carga
elétrica de excitacao nao é ¢g. Assim o proximo passo é obté-la, através da identificagao do
acoplamento da corrente de excitacao com o campo eletromagnético. Para isso, precisamos
da acao efetiva para o campo A, e para a corrente de excitacao JH, SerlAy, JL].

Para obter a acao efetiva, realizamos o mesmo processo feito acima, em que
utilizamos as equacoes de movimento do campo «,,, na propria acao. Assim precisamos da

equagao de movimento para o campo, que pode ser obtida por meio da derivada funcional

da agao em relagao a0 campo ay, % = 0. Dessa forma, temos
0S . K ! ~
_ Bu Y ,
W - /d L (Ee pzauaﬂ ($) - %6 p(‘)VAp — qjﬁ) 5( ) (:L" N LE/)

0 = ke"?0,0, — 6‘“&’68&145 — 27qu“.
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Podemos rescrever essa equagao utilizando a férmula explicita para J 1. como
Ke"P0,a, = P9, <A5 + 27Tq445> . (5.110)

Por fim, podemos introduzir esse resultado na acao, Eq. (5.109), obtendo assim a acao
efetiva S r[A,, J #]. Realizando esse processo e algumas manipulagoes algébricas, podemos

escrever a acao efetiva como

~ 1 q = 7Tq2 ~ ~
3
Ser [Aus J#| = / &z (—me‘“/ﬁAu&,AP — s, — LA, ). (5.111)
Com a agao efetiva podemos obter a corrente elétrica conservada no sistema, e
assim a carga das excitagoes. Logo temos que a corrente elétrica conservada pode ser

obtida da Eq. (5.102). Fazendo uso dessa expressao, temos a corrente elétrica dada por

085,
oo _O9ef
Joo = §A,
1 q =
o v
Jel == EE“ pa,,Ap + EJ'“’ (5112)

Temos que para um excitagao pontual, localizada em um ponto x, podemos escrever a
densidade de carga de excitacao como sendo JO =@ (x). Agora com essas constatagoes

e a densidade de carga dada por,

1 . q -

0 _ 02,
Jel = %6 jﬁiAj + EJ()’ (5113)

podemos obter a carga total do sistema,
Q: = /d%ng (5.114)
Q = /d%; ieol'ja,-A. + 4o (5.115)
21K Tk
Q — ——BA, 41 (5.116)
T oonk 0T R ‘

em que A, é a area. Note que a carga total é dada pela carga de excitacao, mais a carga

fundamental do sistema,

Qt = Qf =+ Qez-
Analisando separadamente as cargas, podemos escrever a carga fundamental )y como
sendo ) o o N
= BAy=—v=—="=N,. 5.117
@ ork ¢ 27ry 2m % ( )

Note que, utilizando a forma explicita para a filling fraction obtemos que a carga funda-
mental é dada pelo nimero de elétrons no sistema. Agora analisando a carga de excitagao,
temos que

+<  quase-buraco

_9_
Qex = = (5.118)

quase-particula.

Zlo o
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Note que, para ¢ = +e temos carga fracionaria de uma excitagao de quase-buraco e para
q = —e temos carga fracionaria de uma excitacao de quase-particula.

Com o discutido nesta se¢ao temos um grande niimero de aspectos demonstrados
para certificar a teoria de Chern-Simons, como a teoria efetiva de baixa energia que
descreve o EHQ, de modo a explicitar a filling fraction e reproduzir alguns dos valores
obtidos experimentalmente, também evidenciou os aspectos topoldgicos do sistema, com a
apresentacao de uma massa para a dinAmica do campo e a invariancia sobre difeomorfismos,
por fim as excitagoes do mesmo como sendo dados por anyons, com estatistica e carga

fracionéria. Dessa forma o CS descreve com eficiéncia a teoria para o efeito Hall quantico.
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6 Teoria de Borda

Nesta se¢ao analisamos a teoria de borda do sistema Hall, de modo a descrever
estados quirais sem massa. Discutimos também a teoria que descreve a correspondéncia
entre bulk e a borda, analisando assim o termo de Chern-Simons na presencga de uma

borda fisica.

6.1 Estados de Borda

Para descrever uma teoria de bordas, definimos o sistema Hall em um placa finita,
como na sec¢ao 3.4, onde mostramos que existem estados quirais sem massa nas bordas e
caracterizando portanto um condutor. Podemos abordar esse sistema, por simplicidade,
como uma placa com borda em y = 0 e infinita na direcao de .

Partindo de uma teoria de campos, podemos descrever esses estados condutores
por uma teoria de bdésons quirais sem massa em (1 + 1) dimensodes, isso porque a fisica
discutida ocorre apenas na borda, ou seja, acontece apenas em uma dimensao espacial.

Podemos escrever a lagrangiana da borda como

Lr = aoQDR@mDR —v (51903)2 (6-1)
L, = 0Oopropr +v (3190L>2 ) (6.2)

em que v é a velocidade de proprogacao e definimos Lz como correspondente a propagacao
para a direita e L, para a esquerda. Cada uma delas descreve uma teoria para a borda
com propagacgoes em direcoes opostas.

A lagrangiana acima pode ser obtida apartir da decomposicao de um boéson relati-
vistico, ou seja, um campo bosdnico relativistico sem massa levaria a uma combinacao
de dois bosons com quiralidades opostas. Mostramos como realizar essa decomposicao
de modo a obter as lagrangianas quirais, partindo da lagrangiana do campo escalar sem

massa, em (1 + 1) dimensoes

1
L= 000"
1 2 1 2
= 5(%0)" —5(019)". (6.3)
Para realizar a decomposi¢ao utilizamos um campo auxiliar p, tal que
1 1
5 (00)" = (200) p — 5 (6.4)

Utilizando a expressao acima podemos escrever a lagrangiana em termos do campo auxiliar,

1

L= (@0 p— 57" — 5 (016) (6.5)
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Note que, utilizando a equagdo de movimento para p, dada por p = (9y¢), obtemos a
lagrangiana do campo escalar, Eq. (6.3), mostrando assim que as mesmas sdo equivalentes,
ou seja, nao alteram a fisica do problema.

Prosseguindo com o processo de desacoplamento da lagrangiana, definimos o campo
¢ em duas partes, uma que descreve a propagacao para a direita ¢ e uma para a esquerda

wr,. Definimos também o campo auxiliar,

p=vrter e p=dipr—0OipL (6.6)

Agora, aplicando as rela¢oes na Eq. (6.5) e desprezando os termos de superficie da borda,

obtemos

1 1
L = (Oopr+ Oopr) (O1pr — O10L) — 3 (Ovpr — Ohpr)? — 3 (Ovpr + Orpr)?

= OoprOipr — (O1or)* — doprdrer — (O11)”
= Lr—L]. (6.7)

O resultado ¢ a soma de duas lagrangianas de bdsons com quiralidades opostas. Vale
ressaltar que estamos trabalhando em unidades naturais, de modo que a velocidade é

v = 1. Assim descrevemos uma teoria de borda.

6.2 Correspondéncia Bulk-FEdge

Com a defini¢ao de uma teoria que descreve a borda do sistema devemos agora
estabelecer a conexao entre a teoria do bulk e os estados de borda.

Como ja discutido em secoes anteriores, a teoria de calibre que descreve o interior
do EHQF, é uma teoria efetiva de baixa energia dada pelo CS, por outra lado a teoria de
borda ¢ dada pelos estados de bosons quirais, logo, a ideia é conectar essas duas teorias.
O CS naturalmente engloba os estados de borda quando assumimos limites fisicos ao
espago. Isso ocorre, pois a agao do CS é um invariante de calibre a menos de um termo de
superficie

§Scs = / d%%&u (€ \d,0,) | (6.8)

em que A (z) é a funcao da transformacao de calibre o, — «,, + 9, A. Portanto, quando
temos um espago sem borda como por exemplo um plano infinito a variacao acima é
nula. Ao considerar bordas, a principio quebramos a invariancia de calibre. Com isso,
a abordagem para descrever uma correspondéncia entre as teorias do bulk e da borda é
iniciada com a acao total

St = Scs + Si, (6.9)

tal que inclua o termo de CS e o termo de borda, de modo a tornar a teoria total um

invariante de calibre, ou seja, a variacao da acao por uma transformagao de calibre, implica
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na seguinte relacao
0St = 0Scs+0Sg=0
0Scs = —095.

A ideia aborda o fato de que fisicamente a variagao de carga do bulk é compensada pela
variagao na borda, de modo a manter a existéncia de uma corrente conservada J*, que é

um dos principais pontos na construcao da teoria efetiva de baixas energias.

Ay

Figura 17 — Configuracao do sistema Hall dado por uma variedade M e borda em y = 0.

Para obter a acao de borda, primeiramente determinamos o termo de superficie do
CS, levando em consideragao um limite fisico, que por simplicidade adotamos em y = 0,

como mostra a Figura 17. Desse modo a variacao da acao é

K: vV
0Scg = E/d?’:ve“ L0, (NOy))
K 14
= dz’dz' dx*e®? 0y (M), v,
= f dx’dx' A (Ogor, — O10y) ) (6.10)
T

y=0
Construindo agora a agao de maneira a cancelar a variacao acima, utilizamos um

campo escalar ¢ (t,z,y = 0) = ¢ (t, ), que transforma-se como,
o= p+A(z,1). (6.11)
Escrevemos a acao de borda, como

SB = —/‘d%dtng (80@1 — 81060), (612)
™
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e observamos de maneira simples que sua variacao ¢é
K 07,1
(553 = —4—/d$ dx )\(80061 — 81040) .
s

Note que utilizamos a transfomacao de calibre dada por o, — «,, + 9, A (z,t). Com esse
resultado podemos confirmar de forma simples que 657 = 0.

Apo6s obtida a Sp, devemos mostrar que ela pode ser escrita como a acao de um
boson quiral que, como visto na se¢ao anterior descreve uma teoria de bordas. Para isso,
utilizamos o fato de que os campos ¢, oy e a1 nao sao independentes, pois a agao ainda

possui simetrias locais. A simetria que analisamos se da pela transformacao de calibre,

ag = ag+ 0 (6.13)
oy — a1+81§, (614)

em que £ = £ (t,x) é definido na borda do sistema. Por meio da transformagao podemos
fixar apenas um campo «,, sendo que essa escolha envolve um ponto importante, devido
que para uma teoria efetiva de baixa energia a velocidade de propagacao na borda deve ser
tratada como um dado externo ao problema, pois nao temos informagoes microscépicas do
sistema. Assim, introduzimos a velocidade de maneira conveniente por meio da fixacao de

calibre. Logo, podemos escolher
ap = Fvag, (6.15)

em que +v é a velocidade de propagacao dos estados em cada dire¢ao. Utilizando essa

escolha na acao de borda Eq. (6.12), obtemos

SB = —/dl’dtf@ (80 — v(‘?l) aq. (616)
™

Para a segunda fixagao devemos observar o fato de que ainda existe uma simetria

residual que preserva a escolha de calibre, Eq. (6.15). Essa transformagcao é

Qg — Oéo—i—a[)X (617)
ap — a1+61)<, (618)

desde que (Jy — vdy) x = 0. Isso pode ser visto da seguinte maneira,
ay = vaj
g + 80)( = v (a1 + (91)()
ap+ (g —vd) x = va;.

Essa condic¢ao implica em x = x (x 4 vt). Para realizar uma escolha que satisfaca isso,

precisamos antes olhar as equagoes de movimento para os campos, pois elas também nos
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levam a fatos similares. Portanto, temos as equagoes de movimento para os campos dadas

da seguinte maneira

(@0-’081)0&1 =0 (619)
(a()—?J81>Q0 = 0. (620)

Note que as equagbes acima resultam em oy (x 4 vt) e ¢ (x 4 vt), que é equivalente com o
obtido para y. Dessa forma, usamos esses resultados para fixar totalmente o campo aq,
de modo a

a; = 01. (6.21)

Com essa escolha realizada, observamos que ela respeita as transformagoes de calibre
iniciais, Egs. (6.11) e (5.19), simplesmente substituindo elas na Eq. (6.16), temos a a¢ao

de borda em uma forma final,

Sp = /da;dt% (Dopdrp — v (8190)2) : (6.22)

O resultado mostra que a agao de borda é igual a a¢do do boson quiral, Eq. (6.1). Portanto,

constatamos que a agao total descreve uma teoria que corresponde ao bulk e a borda.
Podemos realizar o processo de descrever a correspondéncia entre as teorias, por

meio das equagoes de movimento para os campos de CS. Para demonstrar esse método

alternativo partimos novamente da agéo de CS,
S == —H d3 v « a « 6 23
cs | xe nPrtep. ( . )

Agora sabendo que a teoria CS deve se manter invariante de calibre, precisamos que a
variacao da EQ. (6.8) seja nula, o que devido & borda ndo ocorre. Temos entdao que anular

o termo

0Scs = f/dmodxl)\ (Oocr; — O1avp) ) (6.24)
T

y=0
Para isso fixamos a fungao da transformagao de calibre, A (¢, x,y = 0) = 0 na borda, o que
resulta diretamente em 6Scg = 0. Por outro lado isso provoca alguns graus de liberdade
serem dinamicos. Com essa condicao temos que a agao é invariante e deste modo podemos
fixar o calibre. Utilizamos isso para introduzir a velocidade de propagagao dos estados
na borda, pois a mesma deve ser um dado externo, como ja discutido, logo, escolhemos a
fixacao de calibre como

ap = vay. (6.25)

No método alternativo, além da fixacao dada pela escolha de calibre ainda podemos
obter um vinculo por meio da equacao de movimento para o campo g, sendo que essa

pode ser obtida da seguinte equagao de movimento

7,0, = 0. (6.26)
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Agora ao olhar a componente p = 0 da equagao acima, temos
eOijﬁiozj =0. (627)

Note que ¢ possivel obter um vinculo, tal que «; possa ser escolhido como «; = 9;¢,
satisfazendo assim automaticamente a Eq. (6.27). Por fim, substituimos a fixagdo acima e

o vinculo na agao de CS, Eq. (6.23), obtendo assim

K

S = yp Pz (P a,0;05 + €97P ;00 + €700;0;00)
K
= = Pz (="' 05 (00p01p) + ve™ Dy (90101))

K
= E/dxdt (9001 — v9D101p)

— % / dadt (Qopdip — v (01p)°) R (6.28)
y=0

Com isso mostramos que essa agao representa a acao do boson quiral sem massa,
Eq. (6.1). Esses dois métodos resultam na descrigdo de uma teoria que corresponde ao
bulk e a borda.

A discussao até este ponto mostra inimeros aspectos do CS, em que esse incorpora
espontaneamente a natureza topologica do sistema, como carga e estatistica fracionaria
e ainda a dinamica na borda, de modo a relacionar estas teorias por meio da chamada
correspondéncia bulk-edge. Com isso foi possivel observar que o sistema se comporta como
um condutor na borda, sendo essa dada por propriedades topologicas do sistema. Esses

aspectos tém sido motivo de grande atividade em fisica da matéria condensada.
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7 Consideracoes Finais

Ao longo do trabalho discutimos o efeito Hall quantico, onde demonstramos e
analisamos a resistividade Hall e suas propriedades, evidenciando o porqué da mesma
ser composta por uma série de platdés. De modo que os mesmos sao caracterizados pela
filling fraction, que é dada por niimeros inteiros e fracionarios, o que configura as fases
topologicas do sistema Hall.

Apresentamos também os aspectos para a quantizacao do efeito Hall, com o intuito
de obter o espectro de energia e a fungao de onda. Para obter esses resultados abordamos
dois calibres, o de Landau e o simétrico, que nos proporcionaram realizar analises do
sistema com bordas fisicas e as propriedades dos operadores de translacoes magnéticas, que
nos leva a adquirir uma fase, correspondente a carga e ao fluxo através de uma determinada
area, o que equivale ao efeito Aharonov-bohm.

Demonstramos que para o efeito Hall quantico fracionario a interacgao entre elétrons
desempenha papel fundamental, de modo que métodos perturbativos tradicionais nao se
aplicam ao problema. Portanto, adotamos duas abordagens para discutir o mesmo, a
primeira foi a funcao de onda de Laughlin, em que a partir dessa foi possivel obter a filling
fraction fracionéria e também entender vérios aspectos do efeito Hall, como as excitagoes
dadas por anyons com carga e estatistica fracionérias.

A segunda abordagem discutida no trabalho foi descrever o sistema em baixas
energias a partir de teorias efetivas. De modo a mostrar como construir a acao de uma
maneira geral, por meio dos aspectos de grupo de renormalizagao, resultando para o
caso do EHQ em uma teoria dada pelo termo de CS. Assim, demonstramos que com a
teoria descrita por Chern-Simons ¢é possivel evidenciar a natureza topoldgica do sistema.
Algumas das caracteristicas que ficam manifestas sao a invariancia sob difeomorfismo, o
fato do hamiltoniano ser nulo e as excitacoes do estado fundamental serem dadas por
carga e estatistica fracionéaria.

Analisamos também como é realizada a construcao de uma teoria de borda para o
sistema Hall, sendo ela descrita por bosons quirais sem massa. As propriedades da borda
sao incorporadas naturalmente pelo CS, o que possibilita abordar as caracteristicas de
uma teoria efetiva e, ainda mostrar como se relacionam a correspondéncia bulk-edge. Com
esse estudo foi possivel observar que o efeito Hall tem comportamento caracteristico de um
isolante no bulk e de um condutor na borda, que sao propriedades topolégicas do sistema.
Esses aspectos tém sido motivo de vasto interesse nos tltimos anos em questoes como fases
supersimétricas, supercondutores topologicos, isolantes topoldgicos e demais assuntos em

grande atividade em fisica da matéria condensada [5, 16, 17].
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